CAPITULO 1 - Introdugio:

Propriedades basicas do campo geomagnético, do
campo magnético solar e a modelagem desses campos
usando equagoes de baixa ordem.

Os campos magnéticos do Sol e da Terra apresentam variabilidade em diversas
escalas temporais e espaciais. Como exemplos no caso terrestre temos reversées do
campo geomagnético, variacdo secular, jerks geomagnéticos e arqueomagnéticos,
superchrons, excursdes geomagnéticas e l6bulos de fluxos magnético que podem ser
aproximadamente fixos no espaco ou se mover. No caso do Sol temos o ciclo associado
as manchas solares, reversao do dipolo magnético do Sol, modulag¢des nos ciclos solar,
incluindo o minimo de Maunder.

O s campos magnéticos terrestre e solar tém em comum o fato que suas origens se
d3do através de um processo de dinamo. Em ambos os casos a amplificacdo dos campos
magnéticos se da devido a sua interacdo com o escoamento de um fluido condutor,
gue converte energia cinética em energia magnética.

A rotacdo tem um importante papel na dindmica dos campos magnéticos do Sol e da
Terra, pois a forca de Coriolis induz movimentos ciclonicos nos fluidos gerando
helicidade e consequentemente o chamado efeito alfa (ver Parker, 1955 e
Brandenburg, 2005). Por este motivo ambos os campos magnéticos sao dominantes
nas grandes escalas.

Um dos ingredientes principais dos movimentos de grande escala na presenca de
forte rotacao sao as chamadas ondas de Rossby. Descobertas inicialmente no contexto
da atmosfera e do oceano terrestre (Rossby, 1939), ondas de Rossby surgem devido a
perturbacdes na vorticidade potencial (que pode ser pensada como momento angular)
de uma parcela de fluido, podendo ser causada devido a varia¢do da forca de Coriolis
com a latitude, ou devido a varia¢cdes na espessura de uma camada de fluido na
presenca de rotacdo (ondas de Rossby topograficas).

No caso do nucleo externo terrestre e do plasma solar, além da for¢ca de Coriolis, os
movimentos de grande escala s3ao afetados fortemente pela rotacao, desta forma
ondas de Rossby sdo alteradas pela forca magnética (ver Hide, 1966 e Zaqarashvili et al. ,
2007). Estas ondas serdo entdo chamadas de ondas de Rossby magnetohidrodinamicas,
podendo ser pensadas como um hibrido de ondas de Rossby hidrodinamicas e ondas
de Alfvén.



Nesta tese estaremos preocupados em modelar variagdes no campo geomagnético e
no campo magnético solar a partir de modelos de dimensdo baixa. Estes modelos tem
como ingrediente principal a interacdo ndo linear entre ondas de Rossby
magnetohidrodinamicas.

Neste capitulo apresentaremos um resumo sobre a fenomenologia dos campos
magnéticos terrestre e solar, apresentando fendmenos relevantes no contexto da tese.
Por fim, apresentaremos uma motivacdo de por que utilizar modelos de baixa
dimensao.



1.1 Propriedades bdsicas do campo geomagnético

O interesse da humanidade pelo campo geomagnético tem longa data. Alguns dos
primeiros trabalhos do que se considera ciéncia moderna versam sobre este assunto,
entre eles o trabalho de William Gilbert, De Magnete, de 1600. Em seu trabalho Gilbert

prop0Os que a Terra era um ima gigante.

Contudo, Edmund Halley descobriu que o campo geomagnético variava com o
tempo, portanto a possibilidade de o campo geomagnético ser resultado de um ima

estatico foi descartada.

Uma explicacdo satisfatéria para a origem do campo geomagnético s6 foi obtida
no inicio do século XX. Joseph Larmor, em 1919, prop6s que o campo magnético das
estrelas é gerado por um processo de dinamo. Assim, foi natural adaptar essa
hipétese para o problema do campo geomagnético ja que se sabia que o nucleo da

Terra é composto por um fluido condutor.

Medidas do Campo

Ha diversas fontes de informacdo sobre o campo geomagnético, fontes com

precisdo bastante varidvel e que dao informagdes do campo em diferentes épocas.

Tanto rochas sedimentares quanto igneas tém capacidade de registrar o campo
magnético na época de sua formagao. Em rochas igneas, o campo é registrado, pois
durante sua formagao as altas temperaturas fazem com que a agitagdo térmica impeca
gue haja uma magnetizacdo fixa (magnetizacdo remanente), e em seguida o material
resfria, quando a temperatura se torna menor que a temperatura de Curie do material
ele se torna ferromagnético, e sua magnetizagdo permanece alinhada ao campo

magnético existente durante seu resfriamento.

Em rochas sedimentares as particulas que a formam tendem a estar alinhadas
estatisticamente com o campo durante sua deposi¢ao, fazendo com que o campo
macroscépico da rocha esteja alinhado com o campo magnético presente na sua

formacao.



Em ambos os casos pode-se medir o vetor magnetizacdo da rocha e data-la e,
assim, obter informacdo sobre os campos geomagnéticos antigos, que podem chegar a
bilhGes de anos. O campo de estudo do campo geomagnético registrado em rochas é

chamado paleomagnetismo.

Em estudos deste tipo obtém-se apenas estruturas de grande escala, em geral
apenas o dipolo do campo geomagnético, mas em estudos para campos mais recentes,
de poucos milhdes de anos, é também possivel obter componentes quadrupolares e

octupolares devido a maior quantidade de dados.

Partindo-se do mesmo principio ha estudos de campos magnéticos registrados em
artefatos arqueoldgicos, artefatos de argila e antigas fogueiras, dos quais pode-se

obter medidas de campos mais recentes, de centenas a alguns milhares de anos.

Medidas diretas do campo geomagnético sé passaram ser feitas nos ultimos
séculos, pois com o advento da navegacdo tornou-se necessario conhecer com certo
detalhe o campo geomagnético para fins de localizacdo. Compilacdes de registros de
navegacoes ddo informacdo mais detalhada do campo em comparacdo com medidas

em rochas ou artefatos arqueoldgicos.

A partir do século XIX passou-se a fazer medi¢cbes do campo geomagnético em
observatdrios e em expedicdes e a quantidade de dados cresceu enormemente,
permitindo um conhecimento cada vez mais detalhado do campo geomagnético,

contudo ainda havia problemas devido a ma distribuicao espacial dos observatérios.

Nas ultimas décadas uma fonte precisa de dados tem sido os satélites, ja que estes
fornecem uma quantidade muito maior de dados comparado com outras fontes e

fornece medidas de regides onde havia falta de dados.

Variag6es do campo

Sabemos desde o século XVII que o campo geomagnético varia temporalmente.

Hoje sabemos que estas variagdes ocorrem nas mais diversas escalas temporais, de



meses a dezenas de milhdes de anos. Nesta se¢do discutiremos os diversos tipos de

variacdes do campo.

Jerks Geomagnéticos

Jerks geomagnéticos, ou impulsos geomagéticos, sdo caracterizados como uma
variacdo abrupta na variacdo secular do campo geomagnético, sendo notada

facilmente na segunda derivada da componente Y do campo.

Até a década de 70 era consenso que variacdes com periodo mais curto que 5
anos eram devidas ao campo externo, pois acreditava-se que variacbes mais curtas
deveriam ser filtradas pelo manto. O primeiro jerk observado foi o de 1969 (Courtillot
et. al.,1978), e trabalhos subseqglientes mostram a ocorréncia de outros Jerks como em

1901, 1913, 1925, 1932, 1949, 1958, 1978, 1986, 1991 e 1999.
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Figural.1l: Variacdo na componente Y mostra a ocorréncia de alguns jerks, (Michelis et.

al.,2005).



Uma caracteristica notdvel dos jerks é que boa parte deles ndo é observado
globalmente, ou seja, podem ser notados em observatérios em apenas algumas

regioes do globo.

Outro fato interessante é que cerca de seis anos antes da ocorréncia de um Jerk é
observada uma variacdo da duracdo do dia na superficie da Terra, que tem

consequéncias para o clima, como pode ser visto na figura abaixo.
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Figural.2: Gréfico relacionando a variacao da declinagdo magnética (D), duragao
do dia (0), e variagao da temperatura média na superficie terrestre (AT), (Michelis et.

al.,2005).

A origem dos Jerks ndo é bem explicada. Uma sugestdo é eles estejam
relacionados a oscilagdes torcionais, que sdo tipos de ondas magnetohidrodinamicas
gue podem ocorrer no nucleo externo da Terra. Uma das criticas a esta teoria é que
oscilagdes torcionais sao fendmenos que ocorrem globalmente e, portanto, deveriam

ser observados globalmente. Um ponto a favor desta hipdtese é que sabe-se que as



oscilagdes torcionais estdo relacionadas com a variacdo da rotacdo da parte solida da

Terra.

Variagao Secular

Variacdo secular é o nome dado as variagcbes do campo na escala de décadas a

poucos milhares de anos, ocorrendo em estruturas de diversas escalas espaciais.

Entre as caracteristicas mais notdveis da variacdo secular esta a chamada deriva
para oeste, que é caracterizada pela movimentacdo para oeste de feicdes do campo
geomagnético. A deriva para oeste é observada tanto em medidas recentes do campo
em observatorios, satélites e navegacOes, quanto em medidas paleomagnéticas,

ocorrendo tanto na componente dipolar como na componente nao dipolar.

Um exemplo claro de deriva para oeste da componente n3do dipolar do campo é a
trajetéria da anomalia magnética do Atlantico Sul, regidao de baixa intensidade do
campo magnético, que cruzou o oceano Atlantico nos ultimos séculos [Hartmann,

2005].
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Figural.3: llustragcdo da deriva para oeste através de

mapas de intensidade do campo entre 1600 e 2000 onde se pode observar a

deriva para oeste da anomalia do Atlantico Sul [Hartmann, 2005].

Diversos estudos paleomagnéticos se destinaram a estimar uma taxa média para a
deriva para oeste. Apesar de haver divergéncias entre os trabalhos todos indicam taxas
da ordem de poucos décimos de grau por ano, por exemplo (Bullard et. AL, 1950),

(Yukutake & Tachinaka, 1969).

Nesta escala sdo observadas variagdes da componente dipolar do campo, tanto

em dire¢cdao como intensidade.
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Figura 1.4 Movimentag¢do do polo norte magnético nos ultimos 2000 anos [Ohno

and Hamano ,1992].

Acredita-se que a variacdo secular, e em particular a deriva para oeste, sejam
resultado de uma combinacdo dos efeitos de ondas magnetohidrodindmicas com o
efeito de advecgdo do campo magnético pelo fluido condutor. (Hide, 1966) foi o
primeiro a relacionar a variagao secular a ondas magnetohidrodinamicas, notando que
certos tipos de onda se propagariam para oeste com periodos bastante semelhantes
aos observados, sendo entdo direta a associagdo entre tais tipos de onda e a deriva

para oeste.

Reversoes

Sabe-se, desde o inicio do século XX, devido a medidas paleomagnéticas que o
dipolo do campo geomagnético reverte de tempos em tempos. Uma das evidencias
mais claras da existéncia de reversdes do campo geomagnético no passado é o padrao

da magnetizacdo medida no assoalho oceanico. O assoalho oceanico é gerado em



regides chamadas dorsais ocednicas, onde o material novo é constantemente
depositado formando o assoalho jovem e empurrando o assoalho mais antigo para as
laterais. Dessa forma, o assoalho ocednico é progressivamente mais velho a medida
gue nos distanciamos das dorsais. Medi¢cOes da magnetizacdo remanente nas rochas
do assoalho ocednico revelam um padrdo zebrado, onde a magnetizacdo é alternada
em regides cuja polaridade é igual a atual e em regides onde a polaridade é oposta.
Um esquema do padrdo zebrado da magnetizacdo do assoalho ocednico pode ser visto
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Figura 1.5: padrao zebrado de magnetizagao na dorsal oceanica.

O dipolo do campo geomagnético permanece a maior parte do tempo
aproximadamente alinhado ao eixo de rotacao da Terra. Isto é devido a predominancia
do dipolo axial comparado aos outros termos. Assim, uma reversao é definida como
uma troca no sinal do parametro g? da expansdo do campo em harménicos esféricos,

gue é justamente o termo associado ao dipolo axial.

Em geral o pdélo magnético observado de uma posicdo (a direcdo para onde

aponta a bussola) ndo coincide com o pélo real. E dado o nome de pélo geomagnético
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virtual (PGV) ao pdlo magnético observado de uma determinada posi¢do, que ndo é
necessariamente coincidente com o pélo geomagnético real, devido a contribuicdo de

outras componentes do campo.

O processo de reversdes é bastante irregular, e aparentemente ndo ha
periodicidades no processo de reversdes. Ha registro de ocasides nas quais o campo
permaneceu poucos milhares de anos em uma polaridade, enquanto em outras
ocasides ele permaneceu em uma polaridade dezenas de milhdes de anos, como é o

caso dos superchrons.

A variabilidade da freqiéncia de reversdes é facilmente notada ao observarmos

escalas de polaridade, como a de (Cande & Kent, 1995) apresentada na figura abaixo:
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Figura: Escala de Polaridade de Cande & Kent (1995).

Notamos que entre 118 e 83 milhdes de anos atrds ndo houve reversdes, sendo
este o chamado superchon do Cretdceo. Desde entdo tem havido um aumento na
freqliéncia de reversodes. Ha ainda dois outros superchrons, o superchron de Kiaman,
ha cerca de 250 milhdes de anos e o superchron de Moyero, ha cerca de 450 milhdes

de anos.
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Figura 1.7 Evolucao da taxa de reversdes ao longo do tempo (de Pavlov ET Al,

2005).

ReversGes sdo eventos relativamente rapidos, durando poucos milhares de anos,
enquanto a permanéncia do dipolo em determinada polaridade é da ordem de
centenas de milhares a milhGes de anos. Por este motivo é dificil obter informacdes
sobre os campos transicionais e ainda ha controvérsia sobre a estrutura do campo

durante as reversodes, e também sobre a duragdo precisa de um evento de reversao.

Valet ET AL (2012), numa compilacdo de dados transicionais, estimou em cerca de
mil anos a dura¢dao de uma reversdao. Comparando ainda as caracteristicas de diversas

reversdes os autores notaram uma caracteristica em comum entre diferentes eventos
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de reversdo. Antes de cada reversdao hd uma queda na intensidade seguida de um
aumento rapido até valores altos de intensidade do dipolo axial, seguida de uma
gueda brusca (por volta de mil anos) da intensidade do dipolo, que inverte de
polaridade até atingir valores novamente altos de intensidade. H4 entdo uma nova
gueda na intensidade até valores préximos de zero e em seguida o dipolo axial cresce

e volta a flutuar ao redor de valores médios.
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Figura 1.8 Comparacao de diferentes eventos de reversao em diversas épocas e
esquema da morfologia da reversdo (Valet, 2012).

(Leonhardt ET AL, 2007) realizaram uma inversao bayesiana de dados transicionais,
entre os chrons de Matuyama e Brunhes (a ultima reversdo) tentando ajustar nao
somente os termos dipolares, como também termos de quadrupolo e octupolo aos
dados. Os autores concluiram que durante o processo de reversdo havia um
crescimento do fluxo magnético na regido equatorial, associado a componentes nao
dipolares, com estas “manchas” de fluxo eventualmente se movendo em dire¢do aos
polos durante a reversao.
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1.2 Propriedades bdsicas do campo magnético solar

Manchas solares sdo regides escuras que aparecem em baixas latitudes no Sol,
algumas delas podendo ser observadas a olho nu da Terra. Ha registros de que os
chineses tinham conhecimento das manchas solares antes de Cristo, ou seja, antes do
advento do telescépio. Galileu Galiei, um dos primeiros a estudar sistematicamente
este fendmeno no século XVII como uma das primeiras aplicacdes do telescopio,
determinou através de suas observacdes que estas manchas de fato estavam no Sol e
gue elas giravam junto com esta estrela.

As manchas solares podem variar muito em tamanho, da ordem de 103 km a 10° km,
e sdo constituidas por uma regido central escura chamada umbra rodeada por uma
regido menos escura chamada penumbra. A coloracdo escura das manchas solares se
deve ao fato de serem regiées muito mais frias que o entorno da fotosfera solar.

Os campos magnéticos nas manchas solares sdo bastante intensos, podendo atingir
intensidades de mais de 3 mil Gauss.

Figura 1.9: llustracao de uma mancha solar, onde nota-se a parte central mais escura,
a umbra, rodeada por uma estrutura filamentosa, a penumbra. (Thomas ET AL, 2008)
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Manchas solares aparecem em ciclos de aproximadamente 11 anos, chamados ciclo de
Schwabe, que é determinada observando-se a contagem de manchas solares ao longo
do tempo. O ciclo de Schwabe, contudo, ndo é constante em intensidade (nimero de
manchas em cada pico de atividade), e nem em duracdo, podendo flutuar tem torno
de 11 anos.

Ha ainda um periodo mais curto, associado a rotacdo do Sol, que tem reflexo nas
manchas solares, sendo este periodo conhecido como periodicidade de Rieger.

Na escala de 80 anos ha uma modulagao no ciclo de Schwabe de forma que o maximo
de manchas observadas a cada ciclo varia nesta escala de tempo.

Foram ainda propostos ciclos de 203 anos baseados na concentracdo de isGtopos *C e
36Cl em registro e um ciclo de 2300 anos.
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Figura 1.10: Numero de manchas solares ao longo do tempo, onde nota-se a
existéncia de um ciclo na escala de anos sobreposta por modulagdo na escala de
cem anos. Em particular entre a metade do século XVII e inicio do século XVIII a
atividade foi quase nula, constituindo o chamado minimo de Maunder. (Thomas,
2008 de D.Hathaway)

Medidas da atividade solar

A forma mais comum de caracterizar a atividade solar é através da observacgao direta,
onde entendemos por observagao direta a contagem visual do nimero de manchas ao
longo do tempo. A vantagem desta técnica é que é possivel combinar registros de
varias observacdes de astrébnomos tanto profissionais quanto amadores por mais de
400 anos, obtendo uma série continua que caracteriza a atividade solar.

O conceito de medir a atividade solar por meio do nimero de manchas foi proposta
inicialmente por Rudolf Wolf no século XIX, fazendo uma média ponderada entre o
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numero de grupos de manchas observaveis e o nimero de manchas individuais
observdveis. A limitacdo desta técnica é que ha registro de contagens de manchas
solares ha poucos séculos (desde o século XVII). Dessa forma torna-se dificil a
caracterizacdo de periodicidades na atividade solar com periodos mais longos do que
poucos séculos.

A atividade solar da era pré-telescépio é caracterizada através de medicdes de algum
indicador indireto, em geral através de registros geoldgicos ou em anéis de
crescimento de arvores.

A incidéncia de raios cosmicos na Terra deixa registros, principalmente relacionados a

concentracdes de isétopos como *C e °Be. Como a atividade solar afeta a entrada de
raios césmicos na Terra, medicdes na concentracdo destes isétopos podem ser
utilizados como uma forma de determinar a atividade solar num passado mais
distante, apesar destas concentra¢cGes também poderem ser afetadas pel campo
geomagnético e pelo clima.

O ciclo de Schwabe/Hale

O ciclo de Schwabe, de aproximadamente 11 anos, estd associado a reversdo do
dipolo do campo magnético solar, cujo ciclo completo é de 22 anos, chamado ciclo de
Hale. Quando a atividade solar estda em seu maximo a amplitude do dipolo é minima e
esta revertendo de polaridade, enquanto que quando a atividade solar € minima o
dipolo solar tem sua amplitude maxima.

No inicio de um ciclo manchas solares aparecem a principio ao redor de +40° em
latitude e deriva em direcao ao equador, diminuindo em torno de *5° graus de
latitude. Durante o ciclo ndo é uma mancha individual que se move em diregao ao
equador, ja que estas duram por apenas cerca de um més, mas uma “onda” de
atividade solar que se propaga em direcao ao equador, com manchas aparecendo
progressivamente cada vez mais préximo ao equador. A evolugdo temporal da
atividade solar caracterizada por sua propagacdao em direcdo ao equador é retratada
por um diagrama latitude-tempo conhecido como diagrama de borboleta.
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Figura 1.11: Diagrama de borboleta que representa a evolugdo latitutinal da
atividade solar com o tempo, surgindo em torno de +35° em latitude e migrando em
dire¢do ao equador. (Thomas, 2008, de D. Hathaway)

O ciclo de Schwabe/Hale apresenta ainda flutuacbes com relacdo a sua duragdo.
Durante o minimo de Maunder, entre 1650 e 1720, ciclos de Hale tiveram durac¢Ges de
24,16 e 26 anos (Raspopov ET AL, 2004).

O ciclo de Rieger

Esta € uma periodicidade de cerca de 160 dias, geralmente visivel apenas durante o
maximo da atividade solar de Rieger (Rieger et. AL, 1984). Ela pode ser detectada na
energia das manchas solares mais energéticas, na area das manchas e nimero. Foi
sugerido que esta periodicidade esta associada com outro periodo de 1.3 anos na
rotacdo diferencial na base da zona convectiva detectada por heliosismologia (Krivova,
et AL 2002).

Periodos de 80, 200 e 2300 anos

O numero maximo de manchas solares durante um ciclo de Schwabe apresenta
modulag¢des na escala de 80-100 anos, gerando uma sequencia de “grandes maximos”
e “grandes minimos” (Usoskin, 2013). Entre os episddios de minimo, associados a esta
periodicidade, estd o minimo de Maunder que durou de 1650 a 1720, no qual a
atividade solar medida pelo nimero de manchas solares foi quase nula (mas
existente). Este grande minimo da atividade solar é de especial interesse, pois ocorreu
concomitantemente a um periodo especialmente frio na Terra, a pequena era do gelo,
sugerindo uma possivel influéncia da atividade solar no clima terrestre.

Na escala de 200 anos foi sugerida a existéncia de outra periodicidade, que pode ser
observada em registros de **C e *°Cl (Jager & Dahau, 2011).
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O ciclo de Hallstatt tem por volta de 2300 anos e é caracterizado por uma
concentracdo de episédios de grandes minimos (Usoskin, 2013).

A estrutura interna do Sol

O Sol é uma estrela de idade média, aproximadamente 4,5 bilhdes de anos, com raio
de aproximadamente 6,955.10% m. Em seu interior ha um nucleo, com raio entre 0,2 e
0,25 do raio solar, que com uma temperatura de aproximadamente 1,5.10" K é a
regido mais quente do Sol. Esta regido é onde é gerada da energia do Sol através de
reacOes de fusdo nuclear que transformam hidrogénio em Helio, sendo esta a razdo
para as altas temperaturas desta regido.

Acima do nucleo existe uma camada chamada zona radiativa, estendendo-se entre
0,2/0,25 até 0,7 do raio solar. Esta regido transmite o calor gerado no nucleo para
regioes mais exteriores através processos radiativos, emissdo e reabsorcdo de fétons
por fons. A temperatura ao longo da zona radiativa cai de 7.10° para 2.10°K. Este
gradiente te temperatura esta abaixo do limite adiabatico, portanto esta regido nao
apresenta convecc¢do. Estudos heliosismoldgicos indicam que a zona radiativa tem uma
rotacdo uniforme, como um corpo sélido.

Dividindo a zona radiativa da zona convectiva, em aproximadamente 0,7 do raio solar,
se encontra a tacoclina solar. A tacoclina é uma camada fina e estavelmente
estratificada, apesar de ter uma espessura desconhecida (Guerrero, 2007) podendo
inclusive variar com a latitude. Ela apresenta fortes gradientes radiais de velocidade, ja
gue separa a zona radiativa que, gira como um corpo solido, da zona convectiva.

A tacoclina, apesar de sua pequena espessura, tem uma grande importancia ja que
acredita-se ser a principal responsavel pela atividade magnética solar (DelLuca,1986). A
razao para acreditar que a tacoclina seja a camada do sol responsdvel pela origem das
manchas solares é que é necessaria a existéncia de uma camada fortemente
estratificada para armazenar fluxos magnéticos tdo intensos quanto aqueles
originados nas manchas solares.

A zona convectiva, como o préprio nome diz, apresenta forte convecgdao, como meio
de transportar calor através de um intenso gradiente térmico. Em sua superficie a
temperatura cai a cerca de 6.10°K. O material aquecido nas proximidades da tacoclina
é advectado até a porgdo superficial do Sol como forma de homogeneizar a
temperatura.

Acima da zona convectiva encontra-se a fotosfera, a camada visivel do sol. Sua
temperatura é de cerca de 5.10°K e sua densidade é de cerca de 2.10™ Kg/m3.
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Brandenburg (2005) argumenta sobre a possibilidade de a atividade solar ser gerada
pela rotacdo diferencial nesta camada, ao invés de ser gerada na tacoclina.

A camada mais superficial do Sol é sua atmosfera, onde a temperatura nesta camada
cai a cerca de 4000 K a cerca de 500 km da fotosfera e em seguida apresenta uma
inversdo térmica atingindo temperaturas de 20000K proximo a sua superficie a 2000
Km da fotosfera.

Modelo de Parker para as manchas solares.

Consideremos um meio fluido estratificado, sob a acdo da gravidade e em equilibrio,
ou seja, a porcdo mais densa se localizando abaixo da por¢do menos densa. Em um
plasma a pressdo total é a soma da pressdo termodinamica e da pressao magnética,
ou seja,

2

Protal = E + p.

Portanto num plasma e existéncia de um campo magnético pode desestabilizar um
fluido com perfil de densidade inicialmente estavel.

0O aumento do campo magnético em uma regido do plasma devido, por exemplo, a um
tubo de fluxo magnético horizontal, teria que ser compensado com a diminuicdo da
pressdo termodindmica do gas, que levaria a uma expansdao do mesmo e,
consequentemente, esta porcao do plasma iria emergir a camadas superiores.
Considerando um plasma condutor perfeito de eletricidade, juntamente com o gds, o
préprio tubo de fluxo magnético iria emergir juntamente com o plasma de forma a
causar uma expulsao de fluxo magnético.

Este mecanismo é chamado de instabilidade de Parker-Reyleigh-Taylor, e foi proposto
por Eugene Parker (1979), como um mecanismo para o aparecimento de manchas
solares.

Neste caso, as manchas solares seriam resultado da expulsdo de tubos de intenso fluxo
magnético. Elas seriam escuras pelo fato de serem frias, o que resulta do fato d que a
conducgado térmica é inibida na diregdo transversal as linhas de campo magnético.
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1.3. Justificativa para a abordagem aqui adotada

Os dinamos do Sol e da Terra sdo governados pelas equacdes da
magnetohidrodindmica, um sistema de equacgdes diferenciais parciais que descreve a
evolucdo do campo de velocidades e do campo magnético do sistema em questao.
Para um fluido incompressivel, estas equac¢des podem ser escritas como:

—

Du S 1 - - .
—+Q><u=—g—Vp+—pb.Vb+vV2u

Dt Ho
Db = b.Vi +nV2b
Dt
divii = 0
divb = 0

(1.2)

onde U é o campo de veolcidades do fluido, Q) é o vetor rotac3o do corpo sélido sob o
invélucro fluido, g é a aceleragdo da gravidade, p é a pressdo, b é o campo magnético,
p a densidade, uy é a permissividade magnética do meio, v a difusividade cinematica,

e 71 corresponde a difusividade magnética. Em (1), % = ;—t + 1.V é a chamada derivada

material, sendo V o operador gradiente.

Como uma equacao diferencial parcial é naturalmente um sistema de dimensao
infinita, o que significa a grosso modo que precisariamos de infinitos graus de
liberdade, ou infinitos comprimentos de onda para descrever a suposta solu¢do do

sistema acima representada por u(X,t) e B(J_f, t).
Entretanto, nossa abordagem serd a seguinte:

(i) estudaremos solugbes de linearizagbes de versdes simplificadas do sistema (1),
onde as solugdes em forma de onda das equagbes deste sistema a serem estudadas
serdao as chamadas ondas de Rossby magnetohidrodinamicas.

(i) consideraremos o sistema dinamico resultante de interagbes ndo lineares
ressonantes entre ondas de Rossby magnetohidrodinamicas. Tais ressonancias
consideradas serdo apenas na primeira ordem ndo linear, ou seja, ressonancias
triadicas que resultam na interacao de trés ondas, ou tripletos.
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(iii) Consideraremos conjuntos de poucas ondas ressonantes, tipicamente de trés a seis
ondas, organizados em conjuntos de um a trés tripletos.

Apesar da enorme simplificacdo que os passos (i), (ii) e (iii) trazem ao sistema (1),
esperamos que esta abordagem sirva para elucidar qualitativamente fenG6menos
intrinsecamente ndo lineares que ocorrem nas grandes escalas destes sistemas.

Nesta sessdo apresentaremos diversos resultados que motivam o estudo de
simplificac0es de dimensdo finita do sistema (1), e que fornecem uma possivel rota
para uma justificativa matematicamente rigorosa da abordagem aqui adotada.

A dimensao do atrator das equagdes MHD.

Um atrator de um sistema dindmico é um conjunto que tem a propriedade de que,
esperando um tempo suficientemente longo, a solucdo do sistema ira permanecer
arbitrariamente proxima deste conjunto.

Consideremos o sistema (1) com uma condicdo inicial dada por

a-o-u-(5)
(1.2)

Vamos supor ainda que existe um operador ®,, responsavel pela evolugdo do sistema,
o qual chamaremos de semi-grupo de evolugcdo para o sistema (1).

Defini¢ao: seja X um espaco de Banach, e t = 0 um numero real. Um semi-grupo de
operadores ®.:X - X é uma familia de operadores a um parametro (tempo)
satisfazendo as seguintes propriedades:

CDO = Id
Py =D oD, Vts>0
(1.3)

sendo Id o operador identidade. A idéia é que &, promova a evolugdo do sistema da
seguinte forma:

D (Up) = U(t)

D, (U) = U(t +5)
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(1.4)
Daremos entdo uma definicdo mais precisa sobre o conceito de atrator.

Definicdo: o 6mega-limite do sistema (1), para um conjunto de condicdes iniciais X, é
definido por

w(2) = {y: 3 uma sequencia t, - oo tal que x € X vale®, (x) >y }.

Neste sentido o conjunto 6mega atrai certas orbitas do sistema, estando ligado ao
conceito de atrator.

Definicdo: Um conjunto A é chamado de atrator se é invariante pelo semigrupo, ou
seja, ®(A) = A, e se existe uma vizinhancaU de A que converge para A,
tlimdbt(u) = A, onde o limite é entendido no sentido de distancia entre conjuntos.

O maior conjunto U atraido por A é chamado de bacia de atra¢do do atrator.

O conceito de dimensdo em sistemas dinamicos pode ter diversas definicdes, mas em
geral entendemos por dimens3do de um modelo o niumero de seus graus de liberdade.
Daremos uma definicdo precisa deste conceito que é bastante Util no contexto de
equacoes de evolucdo dissipativas.

Definicdo: Se X é um conjunto compacto, a dimensdo fractal dele, denotada
pords (X), é dada por

logN(X, ¢

df (x) = lim&
e=0 .'"‘.1
10gif@g)

(1.5)
onde N(X, €) é o nimero minimo de bolas fechadas de raio € que recobrem X .

(Temam, 1988) mostra que o atrator das equagdes da magnetohidrodinamica
satisfazem o seguinte teorema:

Teorema: As equac¢des da magnetohidrodinamica definidas num aberto limitado ()
possuem um atrator 4 compacto e conexo que é maximal no espaco de Hilbert L? e o
atrator A atrai todos os conjuntos compactos de L2.
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A baixa dimens3o da dinamica do dipolo nos dinamos solar e terrestre

O dipolo constitui sempre a maior escala (ou maior comprimento de onda) de um
sistema magneto-hidrodindmico, ja que inexistem monopolos magnéticos. Sendo uma
componente de grande escala dos dinamos, o dipolo tem uma variabilidade lenta,
contudo ele esta acoplado com infinitas outras componentes do sistema de menor
escala. Podemos pensar na relacdo entre a escala espacial de um modo do sistema
com sua escala temporal através de uma relacdao de dispersdo (vide Capitulo 2, por
exemplo). No nosso caso, estamos interessados na interacdo de ondas de Rossby
magnetohidrodindmicas cuja relacdo de dispersdo mostra claramente que para
numeros de onda suficientemente grandes (pequenos comprimentos de onda) as
ondas tém freqliéncia muito mais lenta que uma onda dipolar.

Argumentaremos que na existéncia de uma separacdo de escalas temporal a
dindmica do dipolo ndo sera afetada por componentes rapidas do campo numa escala
de tempo longa.

R
Consideremos X uma varidvel que descreve o sistema de interesse, tendo uma
componente de variabilidade lenta e outra de variabilidade rapida, i.e.,

=)
(1.6)

onde X é a variavel lenta e Y a varidvel rédpida. Suponhamos que a dinamica de X é
determinada pela equacdo diferencial

L xen [ FOEY)
E (Ys) = <§g(X€, Yg)) ’
(1.7)

Sendo & um parametro adimensional pequeno (& < 1).

Seja @, a familia de grupos a um parametro responsdvel pela evolugdo do sistema,
entdo o gerador infinitesimal de &, é uma matriz A tal que

A ®, — Id)

~
(1.8)
O gerador infinitesimal pode ser separado em uma parte radpida e uma parte lenta

A=A, +A,
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Ax = (% y)Vx

1
Ay = Eg(x; y)vy
(1.9)

Seja A(x), o gerador infinitesimal da dindmica rapida para cada x fixado. Seja p, uma
medida invariante ergddica de A(X)y . Entdo a média temporal do campo f(x,y(t))
existe em quase todo ponto e conincide com a média espacial tomada com a medida
M-

S 1 ("
R0 =Jimz | FosyComde= [ Fouy)du,

(1.10)

O teorema a seguir afirma que sob certas condi¢Ges no limite € — 0, X¢ satisfaz as
equacoes médias.

Teorema: Seja f(x,y) uma funcdo limitada e Lipschitz em ambas varidveis. Se o
T 1 T . . ~

limite limy_,, Ffo f(x,y(x,t)) dt existe uniformemente no espago e ndo depende de
y entdo a familia X5, € compacta em Cpy 1), € qualquer ponto limite X? (quando & —

0) é solucdo da equacdo média

dX(t) .
it =fX®)
X(0) =x

(1.11)

Ainda, se a equacdo média tem uma Unica solucdo X entdo sup[O,T]|X;§,y —)?| -0

quando € = 0 paratodoT.

Por que considerar apenas a interagdao entre modos ressonantes?

Um possivel efeito da ndo linearidade em uma equac¢do de evolugcdao nao linear é
promover o acoplamento entre diferentes modos do sistema, gerando troca de
energia entre estes modos. Mas quaisquer modos podem trocar energia?

Um resultado que pode ajudar a elucidar esta pergunta é um teorema demonstrado
por Henri Poincaré, chamado de teorema de linearizagdo de campos vetoriais de
Poincaré.
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Seja M(x) um campo vetorial em R" ou C". Consideremos uma expansdo deste
campo vetorial em forma de uma série de poténcias formal, sem nos preocuparmos a
principio com a convergéncia desta série:

M(x) = Ax + -
(1.12)

onde A é uma matriz com n autovalores distintos 44, 4,, ..., 4,,. Consideremos uma n-
upla de numeros inteiros a;, a,, ..., a,.

Defini¢dao: dizemos que A apresenta ressonancia de ordem k se existe uma n-upla de
ndmeros naturais a;, a,, ..., a,, tal que

n

Zaiﬂ.i =0

i=1

Com

n
Dlad =k
i=1

(1.13)

Se ndo existe k tal que os autovalores de A satisfacam as relagGes acima entdo o
sistema é dito ndo ressonante.

Teorema de Poincaré: Se a os autovalores de A n3o sdo ressonantes entdo existe uma
mudanga de coordenadas y = f(x) que elimina os termos ndo lineares. Assim, nestas
coordenadas a equagao

dx

—=A
it x +

escreve-se como

dy 2
ac Y

Em outras palavras, a transformagdo y = f(x) elimina os termos ndo lineares da
equacao. Isto, a grosso modo, significa que uma equacgao nao linear que nao apresenta
ressonancias comporta-se como uma equacao linear. Em particular ela nao deve ser

capaz de promover “acoplamento” entre diferentes modos.
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Este teorema ndo diz nada sobre sistemas ressonantes, e em particular nada sobre
truncamento na ordem da ressonancia, ja que estamos interessados em nos restringir
a ressonancias de ordem trés do nosso sistema.

Neste sentido podemos evocar o teorema das formas normais de Birkhoff.
Consideremos um sistema hamiltoniano escrito em coordenadas canénicas (p,q), ou
seja,

(1.14)
A forma normal de Birkhoff é um polindmio na variavel
L o bital
2
(1.15)

Teorema: Suponha que um sistema hamiltoniano ndo satisafaz nenhuma ressonancia
de ordem k <s. Entdo existe um sistema de coordenadas candnico no qual a
hamiltoniana H pode ser reduzida a uma forma normal de Birkhoff de ordem s no
entorno de um ponto de equilibrio, i.e.,

H=H;+R
R = 0(Ipl.Iqh***
(1.16)
onde H é um polindbmio de ordem s em x.

A prova no caso de dimensdo finita pode ser encontrada em (Arnold, 1981), e
generalizagOes para equacgdes diferenciais parciais hamiltonianas sdo encontradas em
(Grebert, 2006). De fato, as equag¢bGes magnetohidrodindmicas sem dissipacdo e
forcantes constituem um sistema hamiltoniano (ver, por exemplo, Morrison, 1982).
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Capitulo 2: Um modelo tedrico para o ciclo solar

Acredita-se que o dinamo solar esteja localizado numa regido chamada tacoclina, uma
fina camada situada em aproximadamente 0,7 do raio solar, separando o interior
radiativo do sol, que gira como corpo sélido, da zona convectiva que é composta por
um fluido (plasma).

Pelo fato de a espessura da tacoclina ser muito pequena se comparada com a regido
do sol em que esta camada se encontra, uma aproximacao razoavel é considerar a
dindmica do plasma nesta camada como sendo bi-dimensional.

Baseando-se numa aproximacdo amplamente utilizada no estudo da atmosfera e
oceano terrestre, o modelo da agua rasa, Gilman (2000) introduziu sua extensao
magnetohidrodindmica, chamado modelo da dgua rasa magnetohidrodinamico (dgua-
rasa MHD).

As equacdes para o modelo de dgua-rasa MHD podem ser escritas na forma:

Dﬁ+f*i Vh+ ——B.VE + w2
—+fu-=- —b. vVeu
Dt g Hop
(2.1a)
Db _ b. Vi + nV2b
pt Ve
(2.1b)
Dh _ o
E = vu
(2.1¢)

Nas equagdes acima, o campo de velocidades bi-dimensional é dado por u(x,y,t) =
(ug,uy), Ut(x,y,t) = (—uyuy), o campo magnético bi-dimensional é dado por

E(x,y) = (by,b;), e a espessura da camada de fluido é dada por h(x,y,t); g é a
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aceleracdo da gravidade tomada como vertical e constante, e o parametro de Coriolis
é dado por f = fy + By., com ambos f; e B supostos constantes (aproximagdo do
plano beta). Em (2.1), p é a densidade, L, refere-se a permeabilidade magnética do

meio, v corresponde ao coeficiente de viscosidade cinemadtica e n a difusividade
- D 0 = . . . 9 9
magnética. Em (2.1), > =5+u0\7e a derivada matrerial, sendo V = (E’E) o

operador gradiente bi-dimensional.

Neste modelo assume-se que o plasma se encontra em equilibrio magnetostatico na
vertical, e em seguida a pressdo é integrada na coordenada vertical ao longo da

camada de forma a ser substituida pela espessura da camada h(x,y).

Modelo quase-geostréfico MHD com forgante convectiva.

Como estamos interessado apenas na dinamica lenta e de grandes escalas, associadas
as ondas de Rossby, convém eliminar a dependéncia em h(x,y, t), eliminando assim as
solucdes em forma de onda de gravidade que aparecem no modelo de dgua rasa MHD
(Zagarashvili, 2007). Para tanto, tomamos o rotacional bidimensional (componente
vertical do rotacional tri-dimensional) das equacgdes (2.1a) e (2.1b). Assim, definimos

entdo a vorticidade por

E _ auz _ aul
dx dy
e o escalar corrente por
by b
T oox ay ’

e o sistema de cinco equagdes escalares (2.1a)-(2.1c) se reduz ao sistema de duas

equacdes para a vorticidade e para a densidade de corrente magnética

D(f +B) R P
Dr +(f+E)d1vu—‘uop(b.V]+]d1vb)+vVE

(2.2a)
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D] 7 . P s — 2.
Di= b.V€ + &divb + jdivu + nV~-j

(2.2b)

Em (2.2) usamos

bf _

D =u.Vf

Em primeira aproximacdo, a dindmica das ondas de Rossby apresenta campos
bidimensionais nao divergentes, o que justificaria descartar os termos na equagao (2)
envolvendo os divergentes do campo de velocidades e do campo magnético. No
entanto, neste trabalho desprezaremos somente o divergente do campo magnético,
condicdo esta associada a inexisténcia de monopolo magnético, e manteremos a
divergéncia horizontal do campo de velocidades como uma funcdo prescrita de forma
a representar uma forcante convectiva. De fato, a condicdo de ndo divergéncia do

campo de velocidades tridimencional implica que:

o W
vu = 97

onde w denota a componente vertical do campo de velocidades tridimensional. Como
estamos tratando de uma camada confinada de fluido, esta relagao implica que uma
parcela ascendente (descendente) de fluido ird gerar em algum ponto divergéncia
horizontal do fluido. Podemos, portanto, entender a divergéncia horizontal de 1 como
uma forgante convectiva nas equagdes. Como ndao queremos entrar nas equagdes
termodinamicas nés manteremos a divergéncia horizontal do campo de velocidades
como uma funcdo prescrita divi = K, representando uma fonte de ondas de Rossby.
Esta abordagem tem sido amplamente usada no contexto da dinamica atmosférica
(ver, por exemplo, Hoskins e Ambrizzi 1993 e referéncias la apresentadas). Escrevemos
finalmente as equac¢bes que serdao utilizadas no presente capitulo em fung¢do do
potencial vetor A e da fungdo corrente y, que satisfazem as relagdes V?A =] e

V2 = €, respectivamente:
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OV + f)
ot

2

Jt

+J(, V2A) = nV2V2A + KV2A

Em (3.3) acima, J(f,g) = %Z—z — %z_i para quaisquer func¢des f e g.

+ ], VY + f) = ﬁ](A, VZA) + vV + K(V2Y + )
0

(2.3a)

(2.3b)

Podemos colocar as equacdes (2.3) no formato das equacdes discutidas do Capitulo 1.

Neste sentido, consideramos no sistema (2.3) acima perturbacdes ao redor de um

estado de equilibrio que consiste de um escoamento médio em repouso e um campo

magnético na direcdo zonal (toroidal), ou seja,
By = (By,0)

Uy = (0,0)

Este estado de equilibrio representa uma solucdo estaciondria exata das equacges

(2.3).

Assim, o sistema que governa a evolugdao temporal dessas perturbag¢des em torno do

estado de equilibrio definido acima pode ser escrito da seguinte forma:

LT =2 (%) 4 ((ﬁ),(ﬁ)) +F ()

onde o operador linear £ é dado por

B bl 1 V2
9 1p v
L= 0% Hop O (2.4b),
B, ¥ 0
0 ox
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enquanto que o operador ndo linear B é dado por

— (V). Vv2y + — (VA4).Vv24
B ((l/))’ (¢)> - { ( :p) - v uop_)( 1 I (2.4c)
A/ — (VL) V24 + (VEA).Vv2y

Na equacdo (2.4a), F representa o vetor que contém os termos forcante e de dissipacdo, ou

seja,

K(V + f) + w007y
KV*A +nV*VA

F= (2.4d)

2.1. Teoria linear: ondas imersas num campo basico em repouso

Ondas de Rossby MHD surgem como solugbes das equacgGes (2.3) linearizadas (desprezando o

termo ndo linear B) e sem forcante e dissipacao.

Portanto, as equag¢des que governam as oscilagGes livres do sistema podem ser
escritas na notagdo de operadores em termos da fungdo de corrente y e do potencial

vetor A como

() =< () 23)

Tomando a transformada de Fourier de L obtemos o operador algébrico, denominado

simbolo do operador L:

L=

1 2
Bk~ Boklkl ]
Bok|k|? 0

(2.6)

Os autovalores desta matriz representam as autofrequencias do sistema, e podem ser

determinadas achando-se as raizes do polinbmio caracteristico:

det (—ilw—ﬁ;ﬁ*(iﬁ)) =0 (2.8)
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R
onde, k = (k,l) é o vetor nimero de onda. As raizes do polindmio caracteristico

acima fornecem os dois possiveis ramos das ondas de Rossby MHD. Estas raizes sao

_ ([5’ _ /ﬁz + 4vj|1€|4>k

Wy = -2

2|k|

dadas por

(2.9a)

- <ﬁ + g2+ 4vj|1€|4>k

Wy = 2

2|k|

(2.9b)

Bg

Jrop

wyand w_ sdo os modos rapido/hidrodindmico e lento/magnético, respectivamente.

refere-se a velocidade das ondas de Alfvén. Os ramos

Nas equagOes acima, vy, =

217 4
De fato, para nimeros de onda pequenos, 4”’;'!" « 1, as relacdes de dispersdo podem
ser aproximadas por
Bk
Wy = =77
k|
(2.10a)
e
£k
2
Ww_ =~V ——
A4 p
(2.10b)

Portanto, neste limite de ondas longas, w, corresponde exatamente a relagao de
dispersao das ondas de Rossby puramente hidrodinamicas, enquanto que nesta forma

assintdtica para ondas longas w_ refere-se a relacao de dispersdo das ondas de
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Alfvén. Por esta razao, chamaremos daqui adiante o modo “+” de modo
hidrodindmico e e 0 modo “-“ de modo magnético . Por outro lado, no limite de
ondas curtas (nUmeros de onda pequeno), ambas as raizes tendem assintoticamente a

relacdo de dispersdo das ondas de Alfvén, i.e.

Bok

VHoP ’

w_ = wy = vk =

Ou seja, ambas sdo assintoticamente nao dispersivas para ondas curtas.

Usaremos aqui os valores para a velocidade das ondas de Alfvén v, = 200 m/s e para
o pardmetro de Rossby B =0,95.10"13. O grafico da relagio de dispersdo

normalizada w/ﬂ , para numeros de onda na direcdo y I=1 e |1=2, é mostrado nas

Figuras 2.1 e 2.2 para os ramos magnético e hidrodindmico, respectivamente.
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01234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930

Fig 2.1: relagdo de dispersao normalizada para ondas de Rosshy Magnéticas com
numero de onda meridional =1, 1=2, |=3.
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Fig. 2. 2: relagdo de dispersdao normalizada para ondas de Rossby Magnéticas com
numero de onda meridional I=1, I1=2, |=3.

Notamos que ambos os ramos, magnético e hidrodindmico, tendem assintéticamente
a uma reta que corresponde a relacdo de dispersdo das ondas de Alfvén, que sdo ndo
dispersivas.

Para valores diferentes do campo magnético de fundo o comportamento da relagdo de
dispersdo pode mudar consideravelmente. De fato, para v, = 500m/s, que
corresponde a um campo de fundo de aproximadamente 8 Tesla, vemos que a
separagado entre a escala temporal dos dois modos diminui.
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Fig. 2.3: relacdo de dispersdao normalizada para ondas de Rossby MHD, modo rapido
com numero de onda meridional I=1.

< 1 ~
Os correspondentes autovetores a direita da matriz ﬁ;L* sdo dados por:
K

(2.11a)

(2.11b)

Para cada numero de onda k, estes autovetores formam uma base orthogonal para o

espaco vetorial C?> com o produto interno apropriado definido por:

(i1, y) = (Pﬁluz + il_’1bz) (2.12)
Ko
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onde 1; = (uy, b;) e, = (uy, b,) representam vetores arbitrarios do espaco vetorial
C? a barra sobre as components do vetor representam o complexo conjugado do
nimero complexo (necessario para garantir que a norma seja positivo definida). A
norma definida por este produto interno representa a energia de um determinado

modo, dada por
= 112 2 1 2
Il? = (plual? +—1b:?)
Ho

(2.13)

Na equacdo acima, o primeiro termo representa a energia cinética e o segundo termo

representa a energia magnética de um determinado modo.

Guias de onda associados a jatos zonais de oeste desempenham um papel central na
propagacdo de disturbios associados a ondas de Rossby e, consequentemente, no
estabelecimento de padrdoes de teleconexdo na atmosfera terrestre (Hoskins &

Ambrizzi, 1993; Hoskins & Karoly 1981).

Ainda, escoamentos médios com cisalhamento latitudinal (rotacdo diferentical)
constituem um ingrediente essencial na dinamica do Sol e, consequentemente, ondas
de Rossby magnetohidrodindmicas no sol estdo “imersas” num escoamento de fundo
cisalhante. E, portanto, interessante explorar possiveis efeitos do cisalhamento
meridional do escoamento médio na propagacdo das ondas de Rosshy
magnetohidrodindmicas com o intuito de investigar possiveis guias para ondas de

Rossby no dinamo solar.

Neste contexto, consideremos disturbios com amplitude pequena imersos em
um estado basico representado por um campo magnético constante na diregdo x,
como anteriormente, mas agora tomaremos o escoamento médio zonal (na diregao x)

mas variando lentamente em fun¢ao da coordenadayy, i.e.,
By = (B, 0)

U= (U(y),0)
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Neste caso, de acordo com a aproximacdao WKB linear (Majda, 2003; Hoskins &
Karoly, 1981), a relacdo de dispersdo das ondas de Rossby MHD é dada por (exclui
esta sentenca porque a modificacdo ndo é sé pelo efeito shift-doopler, mas tem

também o efeito de U”’(y) que modifica o beta)

(ﬁ* + Jﬁ*z + 402 |l?|4> Kk
w(ky) =Tk - —
2|k|

(2.14)

onde * = B — U"(y) refere-se ao gradiente meridional da vorticidade absoluta do
estado bdsico, também chamado de o parametro de Rossby efetivo num escoamento

cisalhante.

Por simplicidade na analise, consideraremos a forma assintética para as relagbes de

dispersdo de ondas de Rossby MHD no limite de ondas longas introduzida

*

anteriormente. Para o ramo hidrodinamico w, = Uk — ﬁTZ, e 0 numero de onda total

k|
a dado por
— £
K+ RN
(2.15)
— 1?|2k
Por outro lado, para o ramo magnético w_ ~ Uk — v4 5 1 €0 ndimero de onda total
é dado por
K_ =
(2.16)

Nas equagdes acima, ¢z = o+ / k denota a velocidade de fase zonal das ondas. A

propagacdo das ondas é permitida somente nas regides nas quais o nimero de onda
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total K é real. Nas latitudes nas quais o nimero de onda total é imagindrio, a solugdo é
evanescente, ou seja, a propagacdo das ondas nao é permitida. De fato, K_ e K, sdo os
indices de refracdo para as ondas de Rossby magnetohidrodinamicas,

respectivamente, para os ramos magnético e hidrodinamico. .

Em geral, contudo, a velocidade de fase das ondas de Rossby é menor em magnitude
que a velocidade do escoamento basico. Consequentemente, uma aproximagao usual
das expressGes do numero de onda total é considerar as ondas como sendo
estacionarias, ou seja, tendo velocidade de fase nula (c = 0). Neste caso, o nimero de
onda total é substituido pelo nimero de onda estacionario K;. O conceito de nimero
de onda estaciondrio K é usado frequentemente no contexto de dindmica de fluidos
geofisicos com o intuito de determinar possiveis guias de onda para ondas de Rossby
imersas num escoamento bdsico zonal. O conceito do K; foi aplicado com sucesso para
interpretar de forma qualitativa a resposta de modelos de circulagdo atmosférica a
forcante topografica e/ou térmica , prevendo o caminho de propagacdo destes

disturbios (por exemplo, Hoskins & Karoly, 1981;; Hoskins & Ambrizzi 1993).

No6s usamos aqui um perfil tedrico de rotacdo diferencial latitudinal tirado de
MacGregor & Charbonneau (1997) para estimar o escoamento médio zonal U(y). Esta

expressdo é dada por:

1
0(6) = 4328+ > [27.9 — 62.9c0s? B — 67.13 cos* 0]

com a a frequencia sendo dada em NHz. A segunda derivada do escoamento

médio é dada estimada a partir da seguinte expressao
Q" (0) = —cos? B(—125,8 — 268,9cos? 0) + sen? B(—125,8—805,6c0s? 0)

As latitudes criticas que separam um fluxo médio positivo (para leste) de um fluxo
negativo (para oeste) determinam um guia de ondas tanto para o modo
hidrodinamico quanto para o modo magnético ja que a propagac¢ao destas ondas nao é
permitida na regido de numero de onda estaciondrio K; negativo que geralmente

corresponde a um fluxo zonal negativo.
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Além disso, no caso particular no modo magnético a teoria WKB linear (Buhler, 2009)
prevé que a trajetdria seguida pelas ondas de Rossby do ramo magnético serd
refratada para as regides de maximo numero de onda estacionario. No caso da
tacoclina solar, esta latitude correspondente ao mdaximo do numero de onda

estaciondrio para o ramo magnético das ondas de Rossby MHD é o equador (Fig. 2.4).

Como mostrado na Figura 2.4, o equador é a regido de maximo K para o ramo
magético de forma que tais ondas do ramo magnético geradas em latitudes médias ou
subtropicais irdo propagar em direcdo ao equador e terdo sua trajetdria defletida na
direcdo paralela ao equador na latitude de 0°. Da mesma maneira, a Figura 2.4
mostra que a latitude critica para a propagacdo das ondas de Rossby lentas
(magnéticas) serd ao redor de 35° (sul e norte) . Este resultado esta em concordancia
com o a estrutura espacial da atividade solar representada pelo diagrama de
borboleta, na qual a atividade solar surge préximo de 35° de latitude e se propaga em

direcdo ao equador.
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Figura 2.4: perfil latitudinal de Ks?, onde observamos uma guia de ondas nas
latitudes em que Ks? >0, notadamente entre -35° e 35° onde é observada a atividade
solar. A propagacdao das ondas é refratada em direio a posicdo com maximos

valores de Ks, a linha de 0°.

40



3. Teoria fracamente nao linear de ondas de Rossby magnetohidrodinamicas

Para derivar a relacdo de dispersdo das ondas de Rossby magnetohidrodinémicas (2.9) nds
desprezamos o termo nao linear das equacdes . De forma geral escrevemos as equacdes sem

forcante e dissipacdo na notacao de operadores como

e gen) = (1) +2(().(7)

(2.17)
onde o termo ndo linear (bilinear) é dado por
— . 1 —
—(Viy).vVv2y + —(V1A).VV24
B((ﬁ)’(zﬁ»: (V49). Vv Mop( )
—(VL9). VV24 + (VE4).VV2y
(2.18)

A aplicagdo de algum método assintético, seja WKB ou da média sobre as ondas
rapidas (Majda, 2003), promove a eliminacdo dos modos ndo ressonantes,

simplificando consideravelmente as equac¢des. Dados trés modos com nimeros de
onda El, Ez e Eg (tal que El = Ez + Eg) , e as relacOes de dispersao wal(l_c)l),
W, (Ez) € Wq, (Eg) (onde a; = +ou — dependendo do tipo de relagdo de dispersao

da onda i), com a relacdo de ressonancia satisfeita

(,()0(1 (:l_él) = a)az (I_C)z) + (,()a3 (l_()g) )

podemos escrever as perturbagdes da fungdo corrente e do potencial vetor como
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(lﬁgg) = 0, (TR exp(ky. ® — wg, (k1)t) + Qy(TIR; exp(ky. % — wg, (k2)t)

+ Q3 (T)_R-)g eXp(igg..')_C) - (l)a3 (igg)t) +C.C
(2.19)
Na equagao acima, ﬁi representa o autovetor a direita associado ao modo i e (); a

amplitude do modo i, que agora é permitida variar numa escala lenta de tempo.

Neste contexto, a evolucdo temporal das amplitudes na escala T = €t é dada por

dQ, (ar.@2,23) n A
dT C(ELEz,Es) 22023

dQ, — (32'332{1)919—3
dT (k2k3k1)

dQs; (az.@122) n -
dT C(E3,E1,Ez) 014

(2.20)

onde os coeficientes de interacdo C sdo obtidos calculando o termo ndo linear nos
autovetores associados a dois autovalores do operador linear e projetando-se no

autovetor referente a um terceiro modo, i.e.,

e - s ) () A )
T — 2 — 2 - - - -
= {[ (3. %0) (Jie|” = [Ka]) ] (g (B (K2) + 03)} g (B + )
(2.21)

onde L* é o autovetor a esquerda do operador linear.

Determinagao dos tripletos ressonantes

Para encontrar tripletos ressonantes de ondas de Rossby magnéticas representativos
da tacoclina solar nés utilizamos o método grafico.
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Apresentaremos alguns conjuntos de tripletos para os quais julgamos relevantes para
nossa analise.

H H M

k 1 18 19

| 1 2 3
frenquencia (x10E-5 Hz) -2,25 -1,23 1,02

Tabela 1: Numero de onda e freqliéncias correspondentes a um tripleto ressonante.

Solugdo para as equagodes dos tripletos

A solucgdo para a o sistema de EDOs que governa a interagdo de trés ondas ressonantes pode
ser obtida analiticamente em termos de fun¢des elementares, as fungdes elipticas de Jacobi
(Craik,1985), fornecendo solugbes oscilatérias e periddicas, exceto para condig¢des iniciais

degeneradas para as quais o periodo é infinito (Longuet-Higgins et al, 1967).

Apresentamos os resultados para a evolugdao das amplitudes num tripleto ressonante misto,

representado na Figura 2.5.

150 T T T

Amplitude

-150 | 1

0 50 100 150 200 250
Time (undimensional)

Fig. 2.5: Solugao do sistema de EDOs para as amplitudes dos modos de um tripleto
ressonante para o tripleto correspondente a tabela 1. Onde a curva marcada com
circulo corresponde ao ramo magnético M(3,19), curva marcada com x’s corresponde
ao dipolo H(1,1), a curva lisa corresponde ao modo (2,18).
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Na Figura 2.5 notamos que a solucdo é periddica, a onda com nimero de onda mais baixo k=1,
representando o dipolo, oscila entre duas polaridades simétricas, entdo a energia comeca a ser
transferida para as ondas com escala especial menor que crescem em amplitude as custas da
amplitude do dipolo , quando as ondas mais curtas estdo com amplitude em seu maximo a
onda dipolar esta em seu minimo, em seguida elas transferem energia para o dipolo que
comeca a crescer em amplitude com a polaridade inversa. Estimamos a escala temporal de

troca de energia para este tripleto em particular da ordem de 10 anos.

Esta sequencia apresenta vdrios aspectos em comum com o processo de reversdo de
polaridade do dinamo solar. De fato, durante o ciclo solar quando o dipolo estd em seu
maximo de amplitude a energia nos comprimentos de onda mais curtos, associados com as
regioes de atividade das manchas solares ativas, estdo no seu minimo, portando a atividade
das manchas solares é baixa nesta fase. Por outro lado, quando o dipolo tem amplitude
minima, enquanto esta revertendo polaridade, a energia na escala das manchas solares é

maxima.
Efeitos devido a forgantes e dissipagao

Diferentes combinac¢des de forcante e dissipa¢do podem alterar de diversas formas as solu¢des
inicialmente periddicas (no modelo conservativo). Alguns possiveis efeitos sdo (i) instabilizacdo
e conseqlente crescimento linear ou exponencial do modo instavel, (ii) promover
transferéncia nao local de energia através de ressonancia linear via forgcantes paramétricas nao
homogéneas; (iii) geracdo de novas freqliéncia via bifurcacdo que podem levar a trajetdrias

cadticas.

Os efeitos mencionados devem constituir um tema interessante de pesquisa, especialmente a
interacdo entre o crescimento exponencial de campos magnéticos e a ndo linearidade que
podem fornecer uma base fisica para mecanismos de saturacdo de crescimento de campos

magnéticos, no processo denominado alpha-quenching (Brandenburg ET AL, 2005).

Nos restringiremos neste capitulo a um mecanismo que pode ser de particular interesse no
contexto do ciclo solar. Introduzimos uma forgante constante que projeta somente no modo
instavel de uma interacdo triddica ressonante (o modo de mais alta frequéncia do tripleto
ressonante). Para o tripleto aqui analisado, este modo corresponde a onda hidrodindmica com
numero de onda (1,1). Esta forcante constante no tempo e independente da amplitude dos

modos refere-se ao termo fdivii = fK da equac3o (2.3a).Assim, incluindo na equacio (2.17)
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uma fonte convectiva de ondas de Rossby referente somente ao termo f divii = fK da
equacdo (2.3a) e prescrevendo este termo de forma que projete somente no modo
instavel do tripleto ressonante (modo 1 — modo dipolar), as equacdes reduzidas para

as amplitudes dos modos do tripleto ressonante sdo dadas por

A _ 0 m 4 F
= Gl + F
da, _
el C2040Q3
d, _
FTE C3040Q,

(2.22)

No sistema acima, C;, C; e C3 referem-se aos coeficientes de interagdo dados 2.20 por

e F; corresponde a proje¢cdo no modo 1 da forcante representada por

F= [fK(ai). Y, t)]

(2.23)

De acordo com a teoria de tripletos ressonantes na presenca de forcantes periddicas (Raupp e
Silva Dias 2009; Harris et al. 2012), esta situagdo na qual a forgante é ressonante somente com
o modo instdvel do tripleto corresponde a Unica forma da energia permanecer limitada no
tempo. A Fig. 2.6 mostra a variacdo temporal da amplitude dos modos referente a integracado
do sistema acima para o mesmo tripleto e condicdo inicial da Fig. 2.5. Como ilustrado na Fig.
2.6, a solugdo continua aproximadamente periddica, contudo ha uma assimetria no
crescimento-decrescimento das amplitudes das ondas. Esta assimetria também constitui um

aspecto observado durante um ciclo solar.

it
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Fig. 2.6: Similar a Fig. 2.5, mas com a inclusdo de uma forcante convectiva projetando
somente no modo dipolar H(1,1) (curva azul), em vermelho o modo magnético M(19,3) e em

verde o modo H(18, 2)

Discussao

Durante um ciclo solar ambos campos dipolares e campos magnéticos de menor escala
espacial associados as manchas solares oscilam com freqiiéncia de aproximadamente 11 anos,
sugerindo que estas duas escalas espaciais estdao acopladas. Em nossa analise mostramos que
a nao linearidade é capaz de promover este acoplamento entre as escalas “pequenas” e as
escalas maiores. Em particular, considerando efeitos tanto devido a um campo toroidal quanto
a rotagdo ndés mostramos que as amplitudes de diferentes modos de Rossby MHD que
surgem neste sistema podem oscilar periodicamente com freqiiéncias da mesma ordem de

grandeza do ciclo solar em fungao do acoplamento ndo linear ressonante desses modos.

A possibilidade de um ciclo solar na qual a freqiiéncia de oscilagao do ciclo estd associada ao
periodo de troca nao linear de energia das ondas de Rossby entdo é sugerida, pois quando a
onda dipolar estd em seu mdaximo de amplitude, ondas de menor escala possivelmente
ressonantes com o dipolo estdo em seu minimo de amplitude. A partir deste periodo o dipolo
passa a transferir energia para estas ondas de menor escala espacial que iriam
consequentemente crescer em amplitude. Enquanto estas ondas crescem em amplitude sua
propagacdo passaria a ser observada. A regido equatorial seria naturalmente a regido
preferencial de propagacdo destas ondas, ja que nesta regido o indice de refracdo destas
ondas é maximo, o que pode ser visto na distribuicdo latitudinal do nimero de onda
estaciondrio. As ondas poderiam eventualmente aparecer préximos a linha critica onde

K = 0, localizada em aproximadamente 35° de latitude, e deveria propagar e ser

refratada em dire¢do ao equador, onde o numero de onda estacionario K, é maximo.

Enquanto a onda se propaga ela perturba o campo magnético ao seu redor, podendo
possivelmente disparar instabilidades do tipo Parker-Reyleigh-Taylor. Isto poderia
explicar o aparecimento de manchas solares enquanto as ondas se propagam no guia

de ondas equatorial.
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O caminho seguido pelas ondas ao se propagarem pode, a principio, explicar a
estrutura do diagrama de borboleta, com a atividade magnética surgindo ao redor de

35° de latitude e migrando em direcao ao equador.

Quando a onda ndo dipolar estd em seu maximo também estara a atividade solar, e
esta ird diminuir a medida que a energia é transferida para o dipolo, que crescerd em

amplitude.

Apesar de estar longe de representar corretamente o processo de dinamo por nao
explicar o crescimento dos campos magnéticos (ja que por ser um modelo bi-
dimencional ele ndo pode representar de forma adequada a estrutura helicoidal do
escoamento), nés acreditamos que este modelo quase-geostréfico MHD pode clarificar
a interpretacdo de diversos aspectos da atividade magnética solar, incluindo a sua

evolucdo espaco temporal, e sua ciclicidade.

Estudos numéricos tanto lineares quanto ndo lineares de ondas de Rossby
magnetohidrodinamicas num escoamento basico realista podera proporcionar uma
melhor idéia a respeito da evolucdo espaco temporal das ondas de Rossby

magnetohisdrodinamicas e sua possivel relacdo com a atividade solar.

Generalizagcdes do modelo para coordenadas esféricas e inclusdo de um fluxo zonal
variando no tempo (interacdo onda escoamento médio), terdo um papel importante
neste sentido, de modo andlogo ao que foi feito para ondas de Rossby-Haurwitz na

atmosfera terrestre (Burzlaff et al, 2009).
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Capitulo 3

Um modelo tedrico para as reversdbes do campo
geomagneético

O dipolo axial é a componente energeticamente dominante do campo magnético
Terrestre, permanecendo assim a maior parte do tempo. Contudo, durante o processo
de reversOes esta energia diminui e eventualmente se torna nula e em seguida volta a
crescer, crescendo contudo na polaridade oposta a inicial.

Pelo fato de, durante uma reversao, o dipolo diminuir em amplitude e logo em
seguida crescer na polaridade oposta, a dissipacdo por si s6 ndo pode explicar este
fendmeno. A Unica possibilidade para explicar a existéncia das reversdes
geomagnéticas é a transferéncia de energia entre o dipolo axial e alguma outra
componente do campo, e para que isto seja possivel deve-se levar em conta a nao
linearidade.

Apresentaremos neste capitulo um modelo conceitual para explicar o fend6meno das

reversdes baseado na interacdo ndo linear entre ondas que surgem como modos
normais das equacgbes de Hide (1966) para o dinamo terrestre: as ondas de Rossby
MHD.

Modelos semelhantes para a variacao do dipolo foram propostos por (Gissiger ET AL,
2010), (Gissiger ET AL, 2012), estes modelos sdo baseados em argumentos de simetria
da equacdo da inducdomagnética. Nosso modelo por outro lado ¢é
magnetohisdrodinamica, pois é deduzido considerando as equa¢des de momento e de
inducdao magnética de forma acoplada.

Modelo de Hide (1966)

O modelo de Hide (1966) foi desenvolvido para representar ondas afetadas tanto
pela forga de Coriolis quanto pela forca magnética que sao relevantes para a dinamica
no nucleo da Terra e para as variagdes do campo geomagnético. E um modelo em
coordenadas cartesianas andlogo ao modelo do plano beta de Rossby (1939). No
entanto, ao contrdrio da atmosfera e do oceano terrestre o nucleo externo da Terra
nao pode ser aproximado por uma camada fina (equac¢des da dgua rasa), jd que sua
espessura é comparavel com o raio da Terra naquela regido. Contudo, devido ao forte
efeito da forca de Coriolis os movimentos nesta regidao continuam sendo basicamente
bi-dimensionais (Teorema de Taylor-Proudman).
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No modelo de Hide, a variacdo da forca de Coriolis com a latitude ndo é devido a
variacdo da componente da forca normal a superficie da esfera e sim devido a variacao
da espessura da coluna de fluido com a latitude como ilustrado na figura abaixo.

Neste sentido, as ondas de Rossby numa camada espessa se assemelham as ondas de
Rossby topograficas no caso de uma camada fina. O coeficiente de variacdo da forca de
Coriolis com a latitude no modelo do plano beta de Hide é dado por

2Qcos¢p
R

:8=

onde R é o raio do nucleo externo.

Figura : Coluna de fluido numa camada espessa Hide(1966). A rotagao induz uma
independéncia da dinamica com relagao a coordenada z.

A equagdes de Hide 1966 sao

Dﬂ+f*l VP + ——b.vb
—+ fur=- —b.
Dt Hop
(3.1a)
Db _ b.Vi
pt V¢
(3.1b)
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divu =0

divb = 0

(3.1¢)

(3.1d)

Onde estamos considerando os campos bidimensionais i = (u,v) e b= (by, by).

Podemos incluir uma forcante térmica devido ao empuxo na equacdo (1a) que se torna

Dﬁ+fﬂ VP + —— 5.V + kT§
— u-=— —b.
Dt Hop Y

Tomando o rotacional de (3.1a) e (3.1b), temos:

oV + /)

1 oT
o H V) = m](A, ViA) +

2

Jt

4 +J@,V2A) =0

(3.2)

(3.3a)

(3.3b)

onde o potencial vetor A e a fungdo corrente 1) satisfazem as relagdes V?A = e

V2 = &, respectivamente, sendo j densidade de corrente magnética e £ a vorticidade

relativa.

of o0y _ 0f dg

Nas equagdes (3.3), J(f,9) =————— para quaisquer fungdes f e g.

dx Ox dx Ox
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Notamos entdo que gradientes de temperatura na direcao x serdo uma forcante do
movimento.

Consideraremos nas equacdes acima perturbacdes ao redor de um estado bdsico
caracterizado por um escoamento zonal cisalhante e um campo magnético toroidal

e —
variando com a latitude. Dessa forma, os campos de velocidade Uy e magnético By
sdo respectivamente escritos na forma:

Ur(x,y,t) = UQ)T +i(x, y,t)

B—T>(X, y,t) =BT+ I;(x, y,t)

Com isto podemos escrever as equacdes da dindmica em termos das perturbacdes da
fungdo de corrente 1) e do potencial vetorA de acordo com o seguinte sistema:

L= U (B U L4 BO) A+ B () 2 4 (V)
(3.4a)
oV2*A oV?A ov? " d0A , 92
) Rty 2 O L OO KA T O e Y e R
) 9%A
—2U'(y) axay+nV2(V2A)

(3.4b)

3.1. Relagao de dispersao e determinagao das ressonancias Nao Lineares

As equacgbes sem forcante e dissipagao e linearizadas em torno de um estado basico

uniforme (i.e., U(y) =0 e B(y) = Bo = const) podem ser escritas como

6V21/J 61/) L+ Bo B, dV?A
Jt ax Wop Ox

(3.5a)
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dV2A V2
=B v

ot O ox
(3.5b)
As equacdes (3.5) podem ser escritas em notacdo de operadores como:
d /v2
_(V llf) _ L(w)
Jdt \VZ4 A
(3.6),
sendo o operador linear L dado por:
[ 0 1 avy
P _B -
c| P o]
| ov? I
1Bo5x o |
(3.7)

Resolvendo-se a equacgdo caracteristica para o simbolo de L encontramos as
autofrequencias do sistema, ou seja, as relacoes de dispersdo das ondas de Rossby

MHD do modelo de Hide (1966). A equacao caracteristica é dada por

1 S
det| —ilo——L*(ik) | =0
k

(3.8)
Onde o simbolo do operador linear é dado por
k ! Bok|k|?
=i PE P
Bok|k|? 0
(3.9)
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Novamente temos as relagdes de dispersao

—(ﬁ—,/ﬁ2+4vi|?€|4)k

w_ =

(3.10)

(3.11)

Utilizamos nas relagdes de dispersdo o valor de ¢p = 45° de forma que com os valores

de Q = 7,27.107° s e o raio do ndcleo externo terrestre R = 2,89.10° m, temos

p=-220=35107ms"

Ainda temos os pardmetros do campo magnético py = 1,25.107° N-A™ e p =

1,1.10%kg/m3.

A intensidade do campo geomagnético dentro do nucleo é em grande parte
desconhecida, contudo fazendo inversao das oscilagdes torcionais no nucleo externo
terrestre Gillet ET AL (2010) obtiveram uma estimativa de 2mT para o campo
magnético radial nesta regido. Este serd o valor aqui utilizado para o campo magnético

basico By.

Oscilagdes torscionais sdao ondas de Alfvén para as quais o movimento do fluido é
paralelo a for¢a de Coriolis de forma que esta nao influencia sua dinamica, ndao
dependendo também da direcdo torcidal do campo geomagnético. Por esta razao,
apesar de haver a possibilidade de o campo magnético toroidal ser mais intenso que o

poloidal, utilizaremos a estimativa para o campo poloidal.
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Dessa forma, a velocidade das ondas de Alfvén é dada por

By

v HoP

vy = ~1,7.10%m/s

Apresentamos nas Figuras 3.1 e 3.2, respectivamente, os graficos da relacdo de
dispersdo para os ramos magnético e hidrodinamico das ondas de Rossby MHD no
contexto do nucelo externo da Terra, contudo devido a diferenca nas escalas

temporais destas ondas apresentaremos em graficos separados.

7E-10

6E-10

5E-10

4E-10

3E-10 —I=2
// =3

2E-10 /

1E-10

0 1 2 3 4 5 6 7

Fig 3.1: relacdo de dispersao de ondas de Rossby, modo magnético, para I=1, I=2, |=3

el=4.
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Fig 3.2: relacdo de dispersdo de ondas de Rossby, modo hidrodindmico, para I=1, 1=2,

=3 e |=4.
Tripletos ressonantes:

Como vimos o conjuntos de numero de ondas ressonantes para uma dada relacdo de

dispersdo w(k) satisfaz as relagGes
k1 = kz + k3

l1:l2+l3

w(ky) = w(ky) + w(ks)

Utilizaremos do método grafico usado no capitulo anterior para determinar as
ressonancias nao lineares triddicas. Primeiro, devido a escala de tempo dos processos,
tipicamente processos envolvendo o campo magnético evoluindo numa escala
temporal mais rapida que os processos hidrodinamicos. Logo, escolheremos a
primeira onda como uma onda magnética de comprimento de onda longo para
representar o dipolo do campo geomagnético, e entdo acoplaremos esta onda com

uma onda hidrodinamica e outra magnética mais curta.
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Neste contexto, o método grafico funciona da seguinte forma. Transladamos a curva
de dispersdo da onda rapida até um ponto da relacdo de dispersao da onda lenta, esse
procedimento nos fornece as duas primeiras ondas que constituem o tripleto.
Seguindo a curva da onda lenta o ponto onde as duas rela¢des de dispersao se cruzam

determina o terceiro elemento do tripleto.

Caso 1) dois modos hidrodinamicos e um modo magnético.

O fato de as ondas de Rossby “hidrodinamicas” evoluirem numa escala temporal muito
mais rapida que as ondas de Rossby magnéticas, faz com que neste tipo de interacao
as ondas de Rossby magnéticas seja basicamente um catalisador para a interagdo entre
as ondas “hidrodindamicas”, ja que o coeficiente de interacdo associado a onda
hidrodindmica sera muito proximo de zero (é varias ordens de grandeza menor que os

outros coeficientes), tdo proximo que justifica aproxima-lo por zero.

Com efeito, considerando uma equacao genérica dos tripletos, onde o modo 1 é
associado ao modo lento, os modos 2 e 3 sdo associados ao modo rapido, por

simplicidade consideremos amplitudes reais:

1_—C.Q..Q.
dt 1752753
d.Q.z
lt_CZ'Ql'Q3
3—CQQ
It — 3841842

(3.12)

Neste caso teremos C; = 0 o que implica }; = cste, chamando ), = Ae Q3 = B:

dA _
at ¢
aB__
dac ¢

(3.13)
Onde
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cC = Cg.Ql = CZ‘Ql

Esta equacdo pode ser escrita na forma matricial

o)=L 6)

(3.14)
A matriz
U
(3.15)
Tem autovalores imagindrios puros
Ay = tic
(3.16)
Dada uma condicdo inicial
(o) = ()
B(0)/ \B,
(3.17)
A solugao da equacdo é dada por
(A(t)) B <A(0)ei“ >
B(t)/  \B(0)e-ict
(3.18)

Exemplo:

Tripleto formado por dois modos hidrodinamicos acoplados por um magnético com

numero de onda e freqliéncia dados na tabela:
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ressonancias h h m

k 1 2 3
| 4 3 7
omega -2,84537E-05 -2,77753E-05 0

Tabelal: tripleto ressonante formado por dois modos hidrodindmicos e um

magnético.
A solucdo para este tripleto é ilustrada abaixo
Caso 1) dois modos hidrodinamicos e um modo magnético.

O fato de as ondas de Rossby “hidrodinamicas” evoluirem numa escala temporal muito
mais rapida que as ondas de Rossby magnéticas faz com que neste tipo de interacdo a
onda de Rossby magnética seja basicamente um catalisador para a interagdo entre as
duas ondas “hidrodindmicas”, ja que o coeficiente de interacdo associado a onda
hidrodindmica sera muito proximo de zero (é varias ordens de grandeza menor que os

outros coeficientes), tdo proximo que justifica aproxima-lo por zero.

Com efeito, considerando uma equacao genérica dos tripletos, onde o modo 1 é
associado ao modo lento, os modos 2 e 3 sdo associados ao modo rapido, por

simplicidade consideremos amplitudes (4, £, e 3 reais:

1——CQQ
dt 1752373
2——CQQ
dt 2R3
3——CQQ
dt 3rRe2

(3.18)

Em (3.18), Cy, C; e C3 representam os coeficientes de interacdo do tripleto ressonante.
Neste caso teremos C; = 0 o que implica (}; = cote, e chamando 0, = Ae (13 = B,
segue que:
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—— =B
dc ¢

dB A
at ¢

(3.19)
onde
Cc = Cg.Ql = CZ'QI

A condicdo acima resulta do vinculo imposto pela conservacdo da energia do tripleto
ressonante (C; + C, + C3 = 0) e da condicdo C; = 0. A equacdo (3.19) pode ser escrita na
forma matricial

(3.20)
A matriz
w=2 ol
(3.21)
tem autovalores imaginarios puros
Ay = ic
(3.22)
Dada uma condigao inicial
(o) = ()
B(0) By
(3.23)

A solugdo da equacdo (3.20) é dada por
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ADY\ [ A(0)e™
(B(t)) B (B(O)e‘i“>
(3.24)

Exemplo:

Tripleto formado por dois modos hidrodindmicos acoplados por um magnético com

numero de onda e freqiiéncia dados na Tabela 3.1:

ressonancias h h m
k 1 2 3

I 4 3 7
omega -2,84537E-05 -2,77753E-05 0

Tabela 3.1: tripleto ressonante formado por dois modos hidrodinamicos e um

magnético.

A solucdo para este tripleto é ilustrada na figura abaixo.

Figura 3.3: solugao para o tripleto dado pela tabela 3.1 (unidades de tempo

adimencional)
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Caso 2: trés modos hidrodinamicos, com forgante e dissipagao:

Outro tipo de interacdo de interesse é o caso em que trés modos hidrodindmicos

interagem. Um exemplo é apresentado abaixo.

Tabela 3.2: Tripleto ressonante formado por trés modos hidrodinamicos.

ressonancias h H h
k 1 3 4
1 1 2

omega -6,18E-05 -3,708E-05 -9,9E-05

A seguir utilizaremos o mesmo tripleto apresentado na Tabela 3.2, contudo agora

iremos introduzir forcante e dissipacdo de forma a tornar o sistema cadtico.

O sistema de trés ondas ressonantes com coeficientes de interacdo normalizados é

dado por
U 0,0, +
dr 1Rt palq
W _ 00,0, —y0
TR A S Yiiz
dQ;
W = —.Qg + F + Cg.Ql.Qz

(3.25)

Comp= 1.2, y=0.1, F = 1. Fisicamente F representa for¢antes térmicas, y
representa um coeficiente de dissipagdo (vide apéndice), | esta associado a
instabilidades (que levam a crescimentos exponenciais, vide apéndice). Os valores dos

coeficientes foram escolhidos de forma a obtermos transi¢des cadticas de polaridade.

A solugao do sistema, para a componente (),, que corresponde a uma onda dipolar, é

apresentada abaixo.
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Fig. 3.4: solugdo para uma das componentes de um tripleto for¢ado e dissipativo
num regime caético. A amplitude corresponde a uma onda de Rossby hidrodindmica

de comprimento dipolar, seguindo parametros da Tabela 3.2.

O histograma de valores de (), neste caso é apresentado na Fig. 3.5, onde notamos a

existéncia de dois valores preferenciais simétricos no sistema.
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Fig. 3.5: histograma de valores para amplitude de uma onda de Rossby
hidrodinamica de comprimento dipolar, seguindo parametros da Tabela 3.2. A curva

em vermelho corresponde ao melhor ajuste gaussiano para o histograma.
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Atratores do modelo com forgante e dissipa¢ao

Consideremos o seguinte sistema de equacodes diferenciais ordinarias

49,
W = Cl.Qz.Qg + IJ"QI

W _ 0.0, — v
dr  C2iis Yiiz

40,
7 = —(X.Q3 + F + Cgﬂlﬂz

(3.25)

Um ponto de equilibrio da equacdo é um conjunto de reais ou complexos
(dependendo de as amplitudes serem reais ou comprexas), tais que

INQ a
Q3(t) C

Vt real. De forma que

d -Ql (t)
Q3(t)
Logo para achar os pontos de equilibrio da equagao devemos resolver
0= Cl.Qz.Q3 + H..Ql
0 = (003 — v,
0= —(X.Qg + F+ Cg.Ql.Qz
(3.26)

De onde vemos que um ponto de equilibrio trivial é

Q) 0
Q3(0) F/a
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Ja que estamos considerando que o operador ndo linear conserva energia vale que

Cl + Cz + C3 = 0
(3.27)

Podemos entao multiplicar a equagdo para {1; por {1; e o mesmo com as outras duas
componentes, somando as trés equag¢des temos

uﬂl —Y.Qz - ((X.Q3 + F).Qg =0

(3.28)
De onde tiramos outras pontos de equilibrio
Q(t) v
Q1) | = TJ/u
‘Q3 (t) F/(X
E
O +./y
.Qz = i u
Q3 0
(3.29)

Facamos a linearizagdo ao redor dos pontos de equilibrio para verificar sua
estabilidade. Lembrando que se X tem sua evolu¢ao dada pela equagao diferencial
ordinaria

ax M(X

Sua linearizacdo é dada por
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dX—DMX X
dt_ (0)

Onde X, é o ponto de equilibrio, M(X) um campo vetorial ndo linear e DM (X,) sua
derivada calculada em X,

No caso da primeiro ponto de equilibrio a linearizagao fornece do sistema

Ql (t) n ClF/(X 0 'Ql
PT: Q1) | = |C,F/a -y 0 <Q2>
Q3(0) 0 0 —al\Qs
(3.30)
A matriz tem autovalores DM (X)) neste caso tem autovalores
}\1 = —Q
e
p—vy £ —y)? = 4C, G (F/a)?
Aoz = 2
(3.31)

Considerando o > 0 concluimos que o primeiro autovalor fornece uma direcdo para o
sistema. A estabilidade das dire¢des associadas aos demais autovalores vai depender
do sinal do numero dentro da raiz, podendo fornecer dire¢cdes estaveis ou instaveis.

No segundo caso a lineariza¢do fornece

+./y m CiF/a  +£/vC
DM{ + /i |=|CF/a  —v +/vC,
F/a +/uC; £/yG; -«

(3.32)

Cujos autovalores sao solucdes da equacgdo caracteristica correspondente, dada por
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n—2 GF/a £/yG
det| C,F/a —y—1 +/yC,[=0

iﬁC3 i\ﬁC3 —a—A

(3.33)
Ainda,
iﬁ 1 0 iﬁCl
DM| +/u|=| © ALY
F/O( i\/ﬁcé iﬁC3 —a
(3.34)
Cujos autovalores sdo solucbes da equacdo caracteristica
w—A 0 +/vC
det| 0 —-y—-12 £y |=0
iﬁCé iﬁCé —oa—A
(3.35)

Sensibilidade com relagdo ao parametro F

O modelo apresentado acima para as reversoes do dipolo geomagnético apresenta
uma forte dependéncia com relagdo aos parametros. De particular interesse fisico é a
dependéncia do comportamento do sistema com relagdo ao parametro F, que
representa a projecao da forgante térmica no modo 3. Logo, este parametro
representa o efeito de forgantes térmicas, como, por exemplo, aquelas relacionadas a
anomalias térmicas na interface manto-nucleo externo. Como o0s processos
convectivos no manto terrestre se ddo numa escala de tempo muito mais lenta que os
processos dinamicos do nucleo externo, a forcante térmica é suposta constante no
tempo.

Como antes a evolugdo do sistema sera dada por

W 0,0, +

dr  cretis pily

W _ 0,0, —ya

dr  C2itis Yiiz
dQ;
W:_(X‘Q3+F+C3‘Ql‘02
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Onde fixamos un = 0,0714,y = 0,06 e a = 0,06.

Inicialmente comegamos com parametros de forma que ndo ocorrem transi¢des entre
os dois valores de equilibrio do dipolo ao redor de +1 e de -1, ou seja, usando
condicdes iniciais para as amplitudes (-1, -1, 0). F = 0,48 Neste caso, o sistema flutua
ao redor do valor de -1 para o dipolo. Por outro lado, se a condicdo inicial é (1, 1,0) o
dipolo flutua ao redor do valor 1, e as séries temporais para a evolugdo do sistema com
ambas condicBes iniciais sdo apresentadas nas figuras abaixo. Transicdes entre as duas
bacias de atracdo ndo sdo observadas mesmo em integrac¢des longas.

x 10

Fig. 3.6: Série temporal referente a evolu¢ao da componente dipolar para condi¢oes
iniciais (1,1,0) e o parametro F=0,48.
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Fig. 3.7: Série temporal referente a evolu¢ao da componente dipolar paraa
condic¢do inicial dada por (-1,-1,0) e o parametro F=0,48.

Podemos ainda observar as respectivas trajetoérias do sistema no espaco de fase,
conforme ilustrado nas Figuras 3.8 e 3.9.
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Fig. 3.8: Trajetoria do sistema no plano (x,y) para condig¢ao inicial (1,1,0). F=0,48.
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Fig. 3.9: Trajetdria do sistema no plano (x,y) para condi¢do inicial (1,1,0) e o
parametro F=0,48.

Aumentando o valor de F para observamos a existéncia de uma transicdo entre as
bacias de atracdo dos valores de equilibrio durante uma integracao longa, obtemos a
série temporal para a componente dipolar e a respectiva trajetdria no espaco de fase
conforme ilustrada nas Figuras 3.10 e 3.11, respectivamente.

Fig. 3.10: série temporal referente a evolu¢do da componente dipolar para a
condicgdo inicial dada por (-1,-1,0) e o parametro F=0,516. Apenas uma reversao é
observada no periodo de integragao.
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Fig. 3.11: Trajetdria do sistema no plano (x,y) para condi¢ao inicial (-1,-1,0). Observa-
se apenas uma transi¢dao entre as bacias de atra¢dao dos valores de equilibrio.
F=0,516.

Aumentando o valor de F para 0,58 a taxa de transicGes torna-se bastante alta, com
algumas dezenas de reversdes para a componente dipolar num periodo de integracao
semelhante as integracdes anteriores. Observe que os valores de maior intensidade da
componente dipolar sdao aqueles que precedem e procedem um evento de reversdo. O
significado deste fendmeno serd discutido a seguir. As transi¢ées sao cadticas, onde os
periodos de polaridade estavel tem duracgao irregular. Nas Figuras 3.12 e 3.13 sdo
apresentadas a série temporal para as reversées da componente dipolar e a trajetoéria
do sistema no espago de fase, respectivamente .
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Fig. 3.12: série temporal para a evolugdo da componente dipolar para condicdo
inicial dada por iniciais (-1,-1,0) e o parametro F= 0,58. Apenas uma reversao é
observada no periodo de integragdo.

Fig. 3.13: Trajetoria do sistema no plano (x,y) para condigao inicial (-1,-1,0). Observa-
se apenas uma transi¢cao entre as bacias de atragao dos valores de equilibrio. F= 0,58.
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Morfologia das Reversdes:

Baseados em uma compilacdo de dados paleomagnéticos transacionais (Valet ET AL,
2012) sugeriram que as reversdes geomagnéticas ocorrem em uma seqiiéncia de trés
eventos. Antes de uma reversio é observado um aumento significativo da intensidade
do dipolo, e em seguida o dipolo passa a cair de intensidade e reverte rapidamente de
polaridade. Apds a reversdo o dipolo cresce em polaridade até atingir alta intensidade,
guando entdo volta a cair a valores baixos, caracterizando uma excursdo do campo
gue foi chamada de “rebound”.

Esta seqliéncia de eventos pode ser observada em nosso modelo tedrico. De fato,
observando seqliéncia de reversdes geradas pelo modelo notamos que as intensidades
mais altas atingidas pela componente dipolar sdo justamente aquelas que antecedem
uma reversao e aquelas observadas logo em seguida a reversao.

Abaixo apresentamos duas séries temporais obtidas para a evolucdo do dipolo, onde
em ambas sdo observadas as caracteristicas descritas acima.

200 400 600 800 1000 1200

Fig 3.14. Série temporal para a evolugao da componente dipolar apresentando uma
transicao de polaridade. Valores mais altos de intensidade da componente dipolar
sao aqueles que antecedem e procedem a reversao. Zoom de uma reversao
apresentada na figura 3.13.
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figura 3.15: Série temporal para a evolugdo da componente dipolar apresentando
trés transicao de polaridade. Novamente notamos que valores mais altos de
intensidade da componente dipolar sdo aqueles que antecedem e procedem a
reversao. Zoom de uma sequéncia apresentada na figura 3.13.

Daremos entdo uma interpretacdo fisica para este fendmeno. Os dois valores de
equilibrio para o dipolo sdo separados por uma barreira, e a transicdo entre as bacias
de atracdo dos valores de equilibrio se da por transicoes infreqiientes. Para que uma
transicao ocorra o dipolo tem que “ganhar” energia suficiente das demais
componentes para que seja possivel transpor a barreira que separa os valores de
equilibrio. Podemos entdo fazer uma analogia com uma particula num potencial com
dois “vales”, para que a particula seja capaz de transpor a barreira entre os pontos de
equilibrio ela deve ganhar energia suficiente, e imediatamente antes e apds a particula
transpor a barreira deverdo ser observadas grandes oscilagcbes nesta componente.
Apesar de o campo de vetores nas equagdes apresentadas ndo serem campos
potenciais acreditamos que a analogia seja util para interpretar este fenémeno. A
interpretacdo da particula num pogo potencial foi usada por (Ossendrijver ET AL,2001),
num modelo estocastico para reversoes.
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Figura 3.16: analogia entre o processo de reversdes e as transicdes de uma particula
em um potencial bi-estavel (Ossendrijver ET AL,2001).

Discussao

Apresentamos neste capitulo um modelo tedrico de baixa ordem para a o processo
de reversdes do dipolo geomagnético. Apesar de ser resultante da evolugdo de um
sistema de ordem infinita as variagGes do dipolo geomagnético apresentam uma
dindmica de baixa dimensdao, como concluiram (Ryan, ET AL 2008) analisando uma
série temporal de 2 milhGes de anos para o momento virtual de dipolo axial (VADM)
(Valet, 2005).

Reversdes obtidas no modelo apresentam similaridades com reversdes observadas
(Valet ET AL, 2012), no qual uma reversdao é precedida de uma alta intensidade
(quando comparada com a média histdrica), seguida por uma queda rapida de
intensidade e subseqliente reversdo de polaridade. (Valet ET AL, 2012) sugerem uma
escala de pouco mais de mil anos para o processo de reversao, e seguindo a reversao o
dipolo cresce a valores altos de intensidade e cai novamente até proximo do valor
nulo.

O modelo aqui apresentado demonstra uma forte dependéncia nos parametros, em
particular a variacdao na freqliéncia de reversdes depende fortemente do parametro
gue pode ser interpretado como uma forcante térmica. Devido a sucessivas
bifurcacdes a freqliéncia de reversdes pode aumentar ou diminuir com o parametro F,
podendo inclusive parar de reverter.
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Uma variacdo na forcante térmica do sistema pode ser conseqliéncia de variagcdes nos
gradientes térmicos na escala de dezenas de milhGes de anos devido, por exemplo, ao
crescimento do nucleo interno, e a aparicdes de inomogeneidades na interface manto
nucleo devido ao processo tectonico.
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Capitulo 4

Modelos tedricos com separacao de escalas: clusters de
tripletos ressonantes, modulacdes no ciclo solar e os
superchrons.

Modelos para varia¢Ges na frequéncia de reversoes

O fenbmeno das reversdes do campo geomagnético ndo apresenta claramente alguma
periodicidade, tendo sido observados periodos que variam em trés ordens de
grandeza, de dezenas de milhares de anos a dezenas de milhdes de anos. Em particular
é importante evidenciar a existéncia de dois longos periodos sem a ocorréncia de
reversdes, sao os chamados superchrons.

N3o se sabe se superchrons ocorrem essencialmente devido a ndo linearidade e
caoticidade do sistema (espectro caracterizado por infinitas frequéncias) ou devido a
efeitos transientes que provocam variagoes de escala de tempo muito longa e podem
eventualmente favorecer ou desfavorecer a ocorréncia de reversdes (ver Hulot ET AL,
2003). Efeitos que podem a principio alterar a frequéncia de reversGes sao mudancas
térmicas e ou topograficas na interface manto nucleo, variagdes na frequéncia de
rotacdo terrestre, crescimento do nucleo interno, dentre outros fenédmenos. Existem
argumentos a favor de ambos casos.

No capitulo anterior vimos que a interacdao ndo linear entre ondas pode provocar
variagdes nas amplitudes das ondas de Rossby, podendo servir como explicagao para o
fendbmeno das reversdes geomagnéticas. Interagcdes ndo lineares ocorrem entre
conjuntos de trés ondas chamados tripletos, caso desprezemos possiveis efeitos de
instabilidade e de dissipacdo a solugdo para os tripletos é periddica e pode ser
expressa em termos das fun¢Ges elipticas de Jacobi.

Em suma, modelos com um tripleto podem ser usados com sucesso para explicar o
processo de reversdes Contudo, dificilmente explicaria a existéncia de fendmenos
como os superchrons, nos quais o processo de reversdes é basicamente suprimido por
periodos da ordem de 10’ anos.

Da mesma forma o dinamo solar apresenta além do ciclo solar de 11 anos, modulag¢des
em escalas de tempo mais lentas, da ordem de 100 anos, além de outras ainda mais
lentas. Novamente, modelos contendo um Unico tripleto ressonante n3ao seriam
capazes de explicar este fenémeno.
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Mostraremos entdo que modelos contendo varios tripletos, chamados clusters de
tripletos ressonantes, alem de modelos com pardmetros que variam com o tempo
podem explicar a existéncia de superchrons e das modula¢des no ciclo solar.

Mostraremos primeiramente alguns resultados sobre clusters de tripletos mais simples
encontrados na literatura e a seguir introduziremos modelos para modulacbes de
longo periodo do ciclo solar e para os superchrons.

4.1 Modelos contendo dois tripletos
- quatro ondas:

Ha basicamente duas formas de acoplar dois tripletos de ondas, via um modo ou via
dois modos. Consideremos primeiramente o segundo caso, em que quatro ondas sdo
acopladas via dois modos de forma a constituir dois tripletos de ondas ressonantes.
Vamos considerar perturbagdes nos campos magnetohidrodindmicos compostas por
quatro ondas, ou seja,

4
Yy _ (K i—w ) B(T
()= eis-a0(R)
j=1
Suporemos ainda que sejam satisfeitas as relacdes de ressonancia

OF} (E1) = w; (zz) + w3 (ks)

E1:E2+l_é3

ay) (Ez) = w3 (E3) + w4(E4)

I_C)Zzl_ég"‘l_(:l,

Desta forma, os modos 1, 2 e 3 sdo ressonantes, assim como os modos 3,4 e 5, como
no diagrama abaixo:

77



Fig. 4.1: Configuracdao esquematica de dois tripletos acoplados via duas ondas.

Neste caso a equacao de evolucdo para as amplitudes dos modos é dada por

dQ, _
dat = C; Q03
dQ, _ _
T = Cz .(11.03 + C4 9493

dQs _ _
T = C3 ‘Ql‘QZ + C5 .Q4,.Qz

dQ, _
T = Ce 2203

(4.1)

Romeiras (1982) derivou tal sistema como a equa¢dao de Euler Lagrange, para a

Lagrangiana

4
i do, _ _ __ _
L= Ez +(Q d—t‘) +Cy 0,0,054C, 0,030, + C; 0:0,0Q, + C, 0,030,
i=4

encontrou quatro integrais do movimento associadas a simetrias do sistema via
teorema de Noether, mostrando portando a integrabilidade do sistema.

No caso em que ha um mismatch entre as freqliéncias, ou seja, quando as
freqliéncias sdao aproximadamente ressonantes, i.e.,

w1 (ky) £ w, (k) + w3(ks) = &
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w,(ky) + ws(ks) + wy(ky) = 6,

Chian ET AL (1996) mostraram que solugdes deste tipo de sistema sofrem sucessivas
bifurcacdoes conforme o mismatch aumenta até atingir o caos. (Bustamante, 2013),
mostrou que, ao contrario do acoplamento de dois tripletos via um modo, o
acoplamento de dois tripletos via dois modos € um mecanismo eficiente de
transferéncia de energia mesmo no caso em que a ressonancia nao é exata (em que ha
um mismatch).

cinco ondas:

Consideremos agora perturbacdes na funcdo de corrente e no potencial vetor dadas

pela superposicdo de cinco modos, ou seja,

5
(1) = 2. oy <12k E)

Consideremos o caso em que ha dois conjuntos de tripletos ressonantes e que um dos
modos (0 modo 1 no caso) faz parte dos dois tripletos ressonantes. Como ilustrado no

diagrama abaixo

O—O

Fig. 4.2: Configuracdo esquematica de dois tripletos acoplados via um modo (modo 1).
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Neste caso devem ser satisfeitas as relacdes de ressonancia:
w1 (k1) = wy (kz) + w3 (k3)
El - Ez + ]_C)g
w; (k1) = wy(ks) + w5 (ks)

E1=E4+I_€5

Neste contexto a equacdo de evolugdo para as amplitudes é descrita por:

do, _ _
- = Cl .Qz.Q3 + C4 9495

dt

dQ, _
T =C; 0103

dQ; __
T = C3 .Ql.Qz +
dQ, __
T = C4 'Ql'QS
9% _ o om;

dt — L5 1544

(4.2)

Em geral, o sistema acima pode nao ser integravel.

Note que pelo fato de haverem dois tripletos acoplados, cada um dos tripletos podem
ter escala temporal diferentes envolvidas, podendo a principio ser um modelo util para
explicar fendmenos com escalas temporais bastante distintas. Para ilustrar este efeito

tomemos o sistema (4.2). Suponhamos que tememos condi¢Bes iniciais Q4(0) =
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Qs (0) = 0. As equacdes para as amplitudes 4 e 5 tem condic3o inicial nula e derivada

nula, implicando Q,(t) = Qs (t) = 0 para todo tempo. Redizindo o sistema (2) a

dQ, _
- G s
dQ, _
T - G s
dQ; _
T C3 010,

(4.3)
O sistema acima, como discutido anteriormente, apresenta solucées periddicas.

Por outro lado, se definirmos as condig®es iniciais Q,(t) = Q;(t) = 0 o sistema se

reduz a

M _ e o
dt_ 4 Sa5854

da, _
T=C6 Q1Q5
% _ o
dt — W5 1844

(4.4)

O qual também apresenta solugdo periddica, em geral com periodo diferente do

periodo do sistema (3.3).

Este sistema nao é integravel em geral (Kartashova, 2011), contudo é integravel em
diversos casos com simetria (Weilard, 1977, Meiss, 1978). No caso em que as
amplitudes sdo fixadas reais (como no nosso caso), pode-se reduzir as cinco equagdes
a duas equagdes sendo o sistema portanto integravel por quadratura.

4.2 Um modelo para as modulag¢des do ciclo solar.

O ciclo solar de Schwabe tem aproximadamente 11 anos, contudo o ciclo n3o é

constante, inclusive em duracdo, pois ha registros de ciclos que duraram 8 anos assim
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como outros que duraram 13 anos (Jager ET AL, 2011). O ciclo também varia em
amplitude, ja que o numero de manchas solares em cada maximo de atividade solar
varia com o tempo, tendo sido tdo baixo quanto poucas dezenas durante o minimo de
Maunder e tdo alto quanto duzentas. Modelos de quatro ou cinco ondas acopladas
ndo sao suficientemente irregulares (ou cadticas) para explicar esta variabilidade
apresentada no ciclo solar (a ndo ser que consideremos interacdes que ndo sao
exatamente ressoantes). Necessitamos entdo de um modelo que ao mesmo tempo
mantenha a ciclicidade de aproximadamente 11 anos e apresente uma modulacdo nos

ciclos na escala de 100 anos, além de apresentar flutuagdes no ciclo de 11 anos.

Utilizaremos um modelo de seis ondas acopladas em forma de trés tripletos, sendo
gue um tripleto terd escala lenta de modulacdo da amplitude dos modos, que
representara a modulacdo da atividade solar na escala de 100 anos. Outro tripleto tera
escala rédpida de variacdo das amplitudes modais, representando o ciclo de 11 anos. As

equacoes para as amplitudes espectrais neste caso serdo dadas por

do, _
at = C; Q03
dQ, _ _
— = Cz .(11.03 + C4 9493
dt
dQs _ _
- = C3 ‘Ql‘QZ + CS 9492
dt
do, _ _
- = C6 .0293 + C7 ‘05‘06
dt
dQs _
ar -~ Co el
d0, _
= O Qs

(4.5)

E as relagdes de ressonancia:
w1 (k1) = wy (kz) + w3 (k3)
l_f)l = l_f)z + ]_{)3
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w1 (El) = Wy ng) + a)4(i€4)

iglzigz‘l'ial_

Wy (E4) = ws (Es) + ws (l_f)s)

E5=E5+l_€)6

Supondo ainda que
w1 ® Wy
201 ® W3
W1, Wy > Wy

O formato deste cluster de tripletos ressonantes é ilustrado no diagrama abaixo.

Figura 4.3: cluster de seis ondas acopladas em trés tripletos ressonantes
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Este tipo de sistema apresenta uma dindmica bastante irregular, apresentaremos

solugdes para alguns conjuntos de condi¢des iniciais.

Um exemplo no qual este fendmeno ocorre é dado pelo seguinte conjunto de tripletos

calculados para o tacoclina solar com parametro Va=300m/s

Tripleto 1:
H H M
k 1 18 19
I 1 2 3
frenquencia (x10E-5
Hz) 2,25 -1,23 1,02
Tripleto 2:
H H M
k 1 18 19
I 5 2 3
frenquencia (x10E-5
Hz) -0,19 -1,23 1,02
Tripleto 3:
H M
k 1 5 4
I 5 4 1
frenquencia (x10E-5
Hz) -0,19 0,13 0,05

A evolucdo do valor absoluto da amplitude da onda de Rossby magnética com numero

de onda (18,2) é apresentada a seguir:
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Figura4.4: Evolugdo para amplitude (valor absoluto) da componente de Rossby

Magnética com numero de onda (19, 3) do tripleto 1 segundo a tabelas acima.

Ondas do tripleto 3 evoluem de forma regular (peridédica) numa escala de tempo uma
ordem de grandeza mais lenta que o tripleto rdpido como pode ser visto abaixo na

amplitude do modo H(5,4).

1] 200 400 600 800 1000 1200

Figura 4.5: Evolucao temporal da amplitude (valor absoluto) da componente de
Rossby MHD , ramo hidrodinamico, com niimero de onda zonal k =5 e niimero de
onda meridional | = 4, representada como H(5,4) no tripleto 3 da Tabela 4.1. (indicar
qula eixo é o tempo, com a unidade, e qual é a amplitude. Fazer isto para todas as

figuras deste tipo)

Notamos que este modelo é capaz de produzir modulagdes nos maximos de cada
85iste numa escala temporal de aproximadamente 100 anos, que corresponde a cerca
de 10 ciclos, as modulagdes sao irregulares, no sentido que o mesmo padrao nao se
repete, sugerindo que este modelo apresenta caos hamiltoniano. O modelo também

apresenta flutuagdes em torno do ciclo de 10 anos.

O padrdao de modulagdes na amplitude da onda de Rossby associada (segundo o
nosso modelo) ao ciclo solar segue um padrao semelhante a modula¢do na escala de

100 anos do ciclo solar (ver figura abaixo).

85



20 T T r T Iy r T rrrr vl T rT E]

: Maunder : -
:Minimum:

-

(4]

o
|

Sunspot Number
o o
o o

o

1 1 L 1

1900 2000

1600 1700 1800
Date

Figura 4.6: numero de manchas solares ao longo do tempo, nota-se a existéncia de
um ciclo na escala de de anos sobreposta por modula¢do na escala de cem anos, em
particular entra a metade do século XVII e inicio do século XVIII a atitividade foi
quase nula, constituindo o chamado minimo de Maunder. (Thomas, 2008 de
D.Hathaway)

Ressaltamos que nosso modelo ndo apresenta modulacdes préoximas de zero como é
o caso da série temporal do nimero de manchas solares, que na época do minimo de
Maunder apresentou um nimero muito pequeno de manchas mesmo durante os
picos do ciclo de Schwabe. Contudo, estamos apresentando a série temporal da
amplitude de uma onda de Rossby, como discutido no capitulo 2. O ndmero de
manchas solares é reflexo da perturbacdo das ondas de Rossby no campo magnético
via instabilidade de Parker-Rayleigh-Taylor, mas ndo é atividade das ondas de Rossby
em si. Portanto, deve haver amplitude limite abaixo da qual a instabilidade n3ao ocorre.
A existéncia do minimo de Maunder, portanto, ndo estd em desacordo com nossos
resultados.

4.3 Modelos para os Superchrons:

Como indicado em Gissinger (2012), modelos do tipo apresentado no capitulo 3
apresentam estatistica que se aproximam da estatistica de Poisson para a duragao
distribuicdo dos periodos de polaridade. Isto poderia sugerir uma falta de memdria do
sistema.

Carbone ET AL (2006) mostraram, contudo, que a estatistica da duracdo de cada
polaridade nos dados observados (Cande ET AL, 1995) é bastante diferente da
estatistica de Poisson. Os autores mostraram que a estatistica de Levy seria um bom
modelo para distribuicdo de chrons. A distribuicdo de Levy é uma estatistica de cauda
pesada, estando relacionada com processos de memdria longa como processos de
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difusdo andémala. Como discutido em (Beck, 2008), a existéncia de memoria longa
pode surgir a existéncia de sistemas dindmicos com separacdo de escalas. Iremos
propor entdo generalizagdes dos modelos introduzidos no capitulo 3 que incluir efeitos
de separacdo de escalas. Estes modelos, como veremos, serdo capazes de gerar
eventos do tipo superchron.

A primeira possibilidade é termos superchrons gerados por alteracdes na interface
manto nucleo de podem alterar a distribuicio de temperatura nesta interface e
consequentemente alterar as forcantes térmicas do sistema.

Como indicado no capitulo 3, a freqliéncia de reversées do modelo apresentado
depende fortemente do parametro que representa a forcantes térmicas. Fazendo este
parametro variar no tempo (seguindo uma funcdo trigonométrica) temos um modelo
gue segue a seguinte equagao:

d.Q.l
It Cl‘()‘Z‘Q‘3 | ““Q‘l
dﬂz
It CZ‘Q‘l‘Q‘3 y‘Q‘Z
d‘(l3

—=—-03+ F(t) + (30,0
dt 3 (®) 38l1idy

(6)
Comp=1.2, y=0.1,F = 0,05cos(wt)

Obtemos entdo a seguinte solu¢ao para o modelo, ilustrada na figura 4.7, 4.8 e 4.9:

4.7. Evolugao temporal da componente dipolar com F variando periodicamente
(unidades de integragao).

87



Fig. 4.8: Transi¢Oes entre as bacias de atragdo no plano (x,y), entre os tempos 0 e
250000 (unidades de integragao).

Q5+

2 | ! | | | ! |

Fig. 4.9: Trajetoria no plano (x,y), entre os tempos 300000 e 500000. (unidades de
integracao)

Notamos nas Figuras 4.7 a 4.9 a existéncia de um periodo em que o sistema
permanece estdvel por muito tempo na bacia de atracdao de um dos atratores.

Outra possibilidade para gerar eventos do tipo superchron é acoplar ao modelo
apresentado no capitulo 3 um tripleto de evoluc¢ao lenta. Neste caso, o sistema seria
descrito em termos das amplitudes dos modos de acordo com

0

d
—=(C,0,0 Q
at 142813 + pfly
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dQ,
dt = 04103 — v,
dQs
W - _Qg + F + Cgﬂlﬂz + C4_ 94.0.5

da,
F = C5 9495 + C6 ‘QS‘Q6

d0s
T = C6 Q4Q6

% _ ¢ 0.0
dt — W7 884845
Onde as ondas 4,5 e 6 representam um tripleto muito mais lento que o tripleto (1,2,3).

Apresentamos um exemplo de solucdo para este tripleto abaixo.

4.7. Evolugao temporal da componente dipolar com F variando periodicamente
(unidades de integragao).

4.4. Discussao

Os dinamos da Terra e do Sol apresentam uma rica dindmica em sua variabilidade
temporal. No caso da Terra, reversdes de polaridade podem ocorrer tanto na escala
temporal de cem mil anos quanto na escala de algumas dezenas de milhdes de anos,
como é o caso dos superchrons. No caso do Sol ha modula¢ées na amplitude do cilo
de Schwabe em diversas escalas de tempo, como na escala de 80 anos, 200 anos e
2000 anos (Jager, ET AL, 2011).

Modelos tedricos de baixa ordem para dinamos devem ter entre seus ingredientes
uma separacgao de escalas para explicar tal variabilidade.

No caso das modulagdes dos ciclos do dinamo solar numa escala de tempo lenta
propusemos um modelo conservativo (hamiltoniano) resultante do acoplamento de
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seis ondas organizadas em conjuntos de trés tripletos conservativos, sendo este um
dos menores conjuntos de tripletos ressonantes a apresentar comportamento cadtico.

Escolhendo um tripleto com troca de energia na escala de 10 anos e outro tripleto
com periodo de troca de energia na escala de 100 anos fomos capazes de reproduzir as
irregularidades tanto na modulacdo da amplitude do ciclo rdpido quanto as flutuacdes
em sua freqiéncia de ocorréncia.

No caso do superchron geomagnético, levantamos duas possibilidades. Na primeira,
variagoes na taxa de reversdes seriam resultado de variagdes na escala de dezenas de
milhdes de anos de forcantes térmicas do sistema.

E sabido que a base do manto é uma camada heterogénea que pode influenciar a
dindmica do nucleo externo (Olson, 2013). Em particular, nosso modelo apresenta
forte dependéncia no parametro que representa forcantes térmicas do sistema, e esta
dependéncia é refletida na taxa de reversdes, que para determinados valores deste
parametro podem ser muito freqiientes enquanto que para outros valores podem nao
ocorrer. Em particular, fazendo o parametro variar periodicamente, somos capazes de
fazer o sistema transitar entre um regime em que ocorrem reversdes para outro
regime em que reversées ndao ocorrem, caracterizando um superchron.

Levantamos ainda a possibilidade da existéncia de tripletos ressonantes com interacdo
lenta, cujas trocas de energia ocorrem na escala de dezenas de milhGes de anos.
Lembrando que para condigGes iniciais das equacbes dos tripletos préximas de
condicOes degeneradas, é possivel a existéncia de orbitas arbitrariamente longas.

Acoplado um tripleto com troca de energia lenta com o modelo previamente proposto
para as reversées somos novamente capazes de reproduzir um comportamento que se
assemelha ao dos superchrons.

A distin¢do entre ambos os mecanismos pode ser dificil, e deve-se basear no estudo de
possiveis coincidéncias entre superchrons e eventos tectonicos que possam alterar a
interface manto-nucleo. Também ¢é importante estudar a existéncia de superchrons
mais antigos verificando a possibilidade de uma periodicidade na ocorréncia de tal tipo
de fenébmeno.
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Capitulo 5: Conclusao e possiveis extensoes do trabalho

5.1.Conclusdes
Estrutura do diagrama de borboleta

A atividade solar é concentrada numa faixa latitudinal de aproximadamente -40° a
40°, onde no inicio do ciclo manchas aparecem em médias latitudes e com o passar do
ciclo a atividade tende a migrar em direcdo ao equador, com cada vez mais manchas
aparecendo cada vez mais préximas ao equador. Esta caracteristica da atividade solar
é comumente representada pelo diagrama de borboleta (ver se¢do 1.2).

Na teoria de dinamo solar a atividade representada pelo diagrama de borboleta é
geralmente associada as ondas de dinamo, solucdes em forma de onda da equacdo de
inducdo magnética que surgem em modelos de dinamo cinematico (Charbonneau,
2005).

Ondas de dinamo ndo podem ser consideradas como um mecanismo auto consistente
de origem da migracdo em direcdo ao equador da atividade solar ja que ndo sdo
modos normais do sistema, pois o efeito de feedback da forca de Lorentz sobre o
campo de velocidades é negligenciado neste tipo de mecanismo.

Mostramos que ondas de Rossby magnetohidrodinamicas surgem naturalmente
como uma das possiveis solucGes caracteristicas do modelo de agua rasa
magnetohidrodinamico, uma aproximacao bi-dimensional das equacoes da
magnetohidrodinamica que é adequada para descrever a dinamica em uma camada
fina, como é o caso da tacoclina solar (ou a fotosfera). Este resultado ja havia sido
apontado por autores como (Zagarashvili et al. , 2007).

Considerando um perfil de rotacao diferencial realista mostramos que surge uma guia
de ondas para o ramo magnético das ondas de Rossby magnetohidrodinamicas (modo
lento) na faixa latitudinal entre as latitudes de aproximadamente +35°, guia de ondas
este que é quantificado pela estimativa da distribuicdo latitudinal do nimero de onda
estaciondrio. A teoria WKB linear (Majda, 2003) prevé ainda que tais ondas sejam
refratadas em direcdo a latitude de valor maximo do numero de onda estaciondrio,
gue esta situado no equador.

Este resultado sugere que ondas de Rossby magnetohidrodinamicas imersas num
perfil de rota¢do diferencial contento um jato equatorial sdo fortes candidatas a serem
responsaveis pela migracao em dire¢ao ao equador da atividade solar, assim como seu
confinamento numa faixa de -35° a 35° em torno do equador.
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O ciclo solar

A atividade solar apresenta um comportamento notadamente ciclico, sendo o ciclo
mais evidente o de aproximadamente 11 anos, chamado ciclo de Schwabe. Tal ciclo
pode ser facilmente determinado observando-se a contagem de manchas solares ao
longo do tempo.

Associado ao ciclo de 11 anos da atividade solar esta a reversdao de polaridade do
campo magnético solar. Estas reversdes ocorrem com a mesma freqiiéncia e sempre
ocorrem no maximo na atividade solar. Por outro lado, o dipolo sempre tem sua
amplitude maxima no minimo da atividade solar.

Esta relacdo entre a atividade das manchas solares e as reversdes do dipolo do campo
magnético sugere que hd um mecanismo ndo linear acoplando estas duas
componentes do campo. Com isso, no presente trabalho estudamos a dindmica das
interacOes ndo lineares no contexto das ondas de Rossby magneto-hidrodinamicas .
Como as nao linearidades no presente modelo MHD sdo quadraticas, essas interagoes
entre ondas ocorrem sempre em conjuntos de tripletos e promovem trocas de energia
entre as diferentes modos que compdem o tripleto. Tais trocas de energia sao
evidenciadas na variacdo da amplitude das ondas ao longo do tempo.

Derivamos as equacles para interacdes ndo lineares ressonantes entre ondas de
Rossby magnetohidrodinamicas. Interagbes entre estas ondas ocorrem sempre em
conjuntos de trés ondas, chamados tripletos e promovem troca de energia entre as
diferentes ondas que comp&em o tripleto, troca esta que é evidenciada na variacdo da
amplitude das ondas ao longo do tempo.

De forma genérica, a solugdo das equagdes reduzidas para um Unico tripleto
ressonante é periddica no tempo e pode ser escrita em termos das fungdes elipticas
de Jacobi (Craik, 1985). Neste contexto, as amplitudes dos modos evoluem numa
escala de tempo mais lenta que o periodo das ondas que compdem o tripleto. Para
alguns exemplos representativos de tripletos ressonantes aqui analisados, obtivemos
periodos de troca de energia compativeis com o periodo do ciclo solar (de Schwabe).

Com isto, podemos propor um mecanismo tedrico para o ciclo solar de 11 anos.
Consideramos trés ondas de Rossby acopladas, sendo uma delas do maior
comprimento de onda permitido no sistema representando o dipolo, e as outras duas
ondas sendo de menor escala espacial. Quando a onda dipolar tem sua amplitude
maxima, os outros dois modos tem amplitudes minimas. Neste contexto, sendo o
modo dipolar o modo instavel do tripleto ressonante, ele passa a transferir energia
para as ondas de menor escala espacial cuja amplitude aumenta com o tempo. Devido
a existéncia de uma guia de ondas resultante da rotacao diferencial do Sol, as ondas de
Enquanto se propagam nesta regido com amplitude maior que a inicial a atividade
solar passa a ser observada e migra em direcao ao equador.
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Quando a atividade das manchas solares é maxima os modos de menor escala
receberam toda a energia inicialmente no dipolo. Em seguida as ondas de menor
escala passam a ceder energia para o dipolo que passa a crescer em amplitude na
direcdo oposta a inicial. Este processo continua até o dipolo se estabelecer com
amplitude maxima. Neste ponto temos novamente um minimo da atividade de

manchas solares.

Chamamos atencdo para o fato de que as manchas solares em si ndo sdo as ondas de
Rossby, pois cada mancha possui uma escala de tempo de poucas dezenas de dias. Um
possivel mecanismo para a geracdo das manchas solares a partir das ondas de Rossby
propagando-se em direcdo ao equador é a instabilidade de Parker-Reyleigh-Taylor
(Parker, 1979). De fato, uma camada de fluido inicialmente em equilibrio
magnetostatico pode ser instabilizada devido a alteracdo do campo magnético.
Adicionalmente, ao se propagar uma onda de Rossby magnetohidrodindmica deve
alterar o campo magnético ao seu redor, podendo assim promover uma instabilidade
no campo de pressdo, que neste caso é composta pela pressdo termodindmica e pela
pressdo magnética.

Modulagdes no ciclo solar

O ciclo solar de Schwabe (de 11 anos) ndo é constante em sua amplitude e nem em
sua duracdo. Contando o maximo de manchas solares a cada ciclo notamos que ele
pode variar entre poucas dezenas de manchas, como ocorreu durante o minimo de
Maunder, até poucas centenas de manchas como ocorreu no maximo moderno de
atividade solar (com mdaximo por volta dos anos 1950) (Jager ET AL, 2011). S3o ainda
observadas flutuagdes no periodo de ocorréncia das manchas solares, podendo variar
entre 8 anos e 13 anos (Jager ET AL, 2011).

Modelos contendo apenas um tripleto ndo sdo capazes de reproduzir esta
variabilidade na amplitude e na duracao dos ciclos solares, sendo necessdrio um
modelo mais complexo que possa apresentar um comportamento cadtico mas
também preserve alguma regularidade, ja que em primeira aproximacao o ciclo solar é
periédico. E necessario ainda que o modelo seja capaz de reproduzir uma modulacio
na escala de 80-100 anos.

Possiveis ondas de Rossby magnetohidrodinamicas que se propagam na taclina solar
podem ser de dois tipos, magnéticas ou hidrodinamicas, sendo as primeiras em geral
consideravelmente mais lentas que as segundas. Este fato permite que ondas com
escalas temporais e espaciais bastante distintas se acoplem. Tripletos formados por
diferentes tipos de ondas terao diferentes periodos de troca de energia, uma vez que
os coeficientes de acoplamento nao linear sdo fungdes das frequéncias temporais dos
modos.
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Acoplando um tripleto cuja troca de energia ocorre numa escala de tempo mais
lenta que o tripleto do ciclo solar foi possivel obter solucdes que apresentam
modulagdes no ciclo e pequenas modulacdes no periodo. Este modelo foi resultado de
um acoplamento de seis ondas organizadas em trés tripletos ressonantes.

Apesar de termos escolhido tripletos de forma mais ou menos arbitraria, este
mecanismo é robusto e pode ocorrer em muitos conjuntos de seis ondas interagindo
no qual ha um tripleto com escala temporal mais lenta que o outro.

Reversoes do campo geomagnético

O campo geomagnético, em particular seu modo dipolar, apresenta uma dindmica
mais irregular que o campo magnético solar. Em particular, ndao ha periodicidades tao
evidentes quanto aquelas presentes no dinamo solar. As reversdes de polaridade do
dipolo do campo magnético terrestre podem ocorrer numa taxa que vai de uma vez a
cada cem mil anos, até a uma vez a cada 40 milhdes de anos.

A irregularidade no processo de reversdes sugere que um modelo de baixa ordem
para as reversdbes do campo magnético terrestre deve ser cadtico. Assim, neste
trabalho desenvolvemos também um modelo tedrico para a reversdo do campo
magnético terrestre baseado na interacdo ndo linear ressonante entre ondas de
Rossby. Ao contrario do modelo para o ciclo solar, incluimos forgantes, representativas
da conveccdo e de instabilidades, e dissipacdo. Dependendo da combinacdo de
parametros o modelo de trés ondas pode apresentar reversdes cadticas de polaridade
entre dois valores de equilibrio das equacgdes reduzidas.

A frequéncia de reversdes do nosso modelo tedrico apresenta uma forte dependéncia
nos parametros, entre eles o parametro representativo de forcantes térmicas
(associados a convecgao). Para determinados valores deste parametro ha regimes em
gue ndo ha reversdes, enquanto para outros valores o modelo apresenta uma taxa
muito alta de reversdes.

Este resultado pode sugerir que variagdes temporais de temperatura na escala de
dezenas de milhdes de anos na interface manto-nicleo podem controlar a taxa de
reversodes.

Superchrons

Registros paleomagnéticos do dipolo revelam a existéncia de periodos em que o
campo geomagnético permaneceu dezenas de milhGes de anos sem apresentar
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reversdes. O mais conhecido entre estes periodos é o Superchron normal do Cretaceo,
gue ocorreu aproximadamente entre 120 e 80 milhdes de anos atras.

Como evidenciado na dependéncia com relacao a forcantes térmicas do modelo para
reversdes do campo geomagnético, uma possivel causa para os superchrons seria uma
combinacdo de valores para as forcantes de forma a deixar o sistema em um estado
que nao apresente reversoes.

Fazendo o parametro que representa a forcante térmica variar com o tempo
periodicamente podemos reproduzir uma série temporal na qual o sistema fica longos
periodos em um estado “reversivo” e repentinamente passa para um estado ndo
reversivo, no qual ele permanece muito tempo.

Ha ainda a possibilidade de haver fendmenos do tipo Superchrons gerados apenas
pela interacdo de dois tripletos ressonantes, sendo um deles com freqiiéncia de troca
de energia muito mais baixa que o outro.

Isto é possivel particularmente num modelo de tripletos acoplados onde um dos
tripletos apresenta condigGes inicias proximas de condicdes degeneradas para os quais
o periodo de troca de energia torna-se infinito (Longuet-Higgins, 1967). A distin¢do a
partir dos dados entre os dois mecanismos apresentados para a existéncia de
superchrons pode ser muito dificil.

5.2. SugestoOes para Trabalhos futuros

Extensao para geometria esférica

A identificacdao dos tripletos responsaveis pelos mecanismos propostos acima pode
ser feita de maneira mais préxima da realista apenas em coordenadas esféricas, ja que
ambos os fenébmenos ocorrem em corpos aproximadamente esféricos.

Ondas de Rossby na esfera sdo denominadas, na literatura de ciéncias atmosféricas,
como ondas de Rossby-Haurwitz (Silbermann, 1954). Intera¢Ges nao lineares entre
ondas de Rossby-Haurwitz foram estudadas na literatura (Lynch, 2008), (Burzlaff et al,

2009).

Condicbes para interacdes de ondas na esfera sdo diferentes das relagbes de
ressonancia em coordenadas cartesianas. A interacdo neste caso ocorre sujeita a
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integrais de produtos de harmodnicos esféricos (Jones, 1985), podendo ser
determinadas a partir do calculos do simbolo 3j de Wigner.

Estudo de instabilidades com campo basico realista

Modos energeticamente dominantes nos sistemas apresentados sdo geralmente
aqueles que apresentam maior taxa de crescimento prevista pela teoria de
instabilidade linear. Uma forma de determinar conjuntos de ondas relevantes para a
construgao de modelos de baixa ordem para o dinamo solar e terrestre é encontrar as
ondas mais instaveis quando sujeitas a campos bdsicos realistas (escoamento e
campos magnéticos).

Em particular, instabilidades surgindo nos sistemas estudados devem ser
generalizacOes das instabilidades barotrépicas e baroclinicas que aparecem no
contexto das ondas de Rossby hidrodinamicas (Salmon, 1998).

Previsibilidade do ciclo solar

O ciclo solar gera fortes impactos na nossa civilizacdo, tanto via impactos nas
telecomunicagdes em casos de fortes tempestades solares, como possiveis impactos
no clima da Terra (Jager ET AL, 2011), (Frigo, 2013).

O modelo tedrico proposto para a modulagdo da atividade solar é um sistema
hamiltoniano de baixa ordem, com seis varidveis (contudo, contendo apenas trés graus
de liberdade devido a existéncia de trés constantes integrais do sistema). Um dos
ingredientes essenciais do sistema é a existéncia de uma separacao de escalas entre
dois conjuntos de tripletos.

Modelos hamiltonianos de baixa ordem com separagdao de escalas para o ciclo solar
apresentam uma interessante possibilidade para fornecer previsdes de curto prazo
para a atividade solar.

Em (Chorin ET AL, 2002) foi apresentado um formalismo para previsdo 6tima em
modelos hamiltonianos com separagao de escalas no qual a dindmica é separada numa
variedade lenta e em uma variedade rapida. Neste caso, a dindmica é entdo projetada
nestas variedades utilizando um formalismo de Mori-Zwanzig (Zwanzig, 1973).
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Apendice 1.

Dinamica nao linear de ondas de Rossby em um modelo
quase-geostrofico magnetihidrodinamico.

Introdugao

Ondas de Rossby (Rossby, 1939) surgem como solucdes das equagdes que regem a
dindmica de fluidos geofisicos. Trés sistemas hidrodindmicos de equacbes de
equacdes que apresentam ondas de Rossby como solugbes, em ordem de
complexidade decrescente, sdo as equacdes de Boussinesq com Rotacdo, as equacdes
da agua rasa e as equacles quase-geostroéficas. Entre essas o modelo mais simples é a
equacdo quase-geostrofica introduzida em (Charney, 1948), tendo sido utilizada na

primeira previsdo numérica de tempo. A equacdo quase geostrofica escreve-se
dq
—+ ,q) =0
5t J@,q)

Onde

_0fdy 0fdg
J(f, 9) = 3x9x dxdx

E a chamada vorticidade potencial é dada por:
q=V+f

f sendo o parametro de Coriolis e 1 a fungao de corrente.

A vantagem das equagdes quase-geostroficas é que elas filtram as ondas de gravidade
gque aparecem em modelos mais complexos, ondas de gravidade sao
caracteristicamente de pequena escala espacial/temporal, podendo ser vistas como
ruido para a dinamica de grande escala.

Apresentaremos aqui a analise linear e fracamente nao linear de uma generaliza¢ao
magnetohidrodinamica  deste  sistema. Veremos que  generalizagdes
magnetohidrodinamicas de ondas de Rossby aparecem como solu¢Bes deste sistema
de equacgdes.
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Nos capitulos seguintes esta analise serd aplicada ao sistema aos casos especificos da
tacoclina solar e do nucleo externo terrestre. No caso da tacoclina solar o sistema de
equacdes quase-geostréficas magnetohidrodindmicas surgem uma aproximacdo do
sistema de equacdes da agua rasa magnetohidrodindmica introduzidas por (Gilman,
2000) com a inclusdo da forca de Coriolis. Assim como sua analoga hidrodindmica, este
sistema filtra ondas de

gravidade.

No caso do nucleo externo terrestre este sistema de equagdes surgird como uma
simplificacdo das equacdes do plano beta de (Hide,1966). Como o nucleo externo
terrestre é confinado por uma fronteira sélida (a base do manto terrestre) ondas de
gravidade ndo se manifestam, contudo numa possivel gereralizacdo com estratificacdo
ondas de gravidade surgirdo. Neste sentido as equacbes quase-geostroéficas
magnetohidrodinamicas simplificam a analise linear.

Por surgir como simplificacdo de sistemas de equacdes diferentes sua deducdo serd
para cada caso especifico sera feita nos capitulos 3 e 4.

Equagoes quase geostroficas magnetohidrodinamicas.

O sistema de equagGes quasigeostroficas magnetohidrodindmicas escreve-se

OV +f)

3 + ], VY + f) =L](A,V2A)+vV2V21p+K(V21,b+f)
t Hop

dV2A
ot

+J (i, V2A) = nV2V24 + KV2A

Introduzindo campos bdsicos na direcao meridional e zonalmente simétricos

Ur(x,y) = U()i

E
Br(x,y) =B)1
Obtemos:
oviy av2y T W 1 av2A " 24 2 o2
o = Ut (B-U )5+ =BO)5 =+ B (05 + VW (VY)

(1a)
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av2A av2A
Tl= v =

vy
ot ox

+B" () + B(y) =

" a ! 62
-U ()’)f*‘ 2B ()’)ﬁ—
' 024
2U (Y)W"‘T]VZ(VZA)
(1b)

Problema linear: modos normais

Gostariamos de encontrar a relacdo de dispersdo para ondas associadas ao sistema de
equacoes (1a)-(1b) linearizados. Desprezaremos entdo todos termos ndo lineares da

equacao.

Para calcular a relagdo de dispersdo vamos considerar ainda U(y) =0, v=n=0,

B(y) = cste.

Seja L o operador diferencial linear com coeficientes constantes associado ao sistema

de equacdes (1) dado por:

(62 L1520
R I ()
Booy 0 ]

(2)

Podemos obter a matriz L* chamada simbolo do operador diferencial supondo que as

solugdes para (:/;) sejam periddicas, definimos entdao L* como:

(3)
Onde o vetor R é um autovetor da matriz L*(il_c)) e k = (k, 1) é o vetor de onda.

A matriz L*(iE) associada ao operador (2) é portanto:
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1
- ik —— Byik|k|?
L*(lk) — ﬂ ‘uop 0 | I

Byik|k|? 0

(4)

Problema de autovalores

Para obtermos a relacdo de dispersdo associada ao sistema (1) devemos resolver a

equacao caracteristica:
det [ —iwl—— £(ik) ) =0
e lw |k|2 l =

(5)

De onde tiramos as expressoes:

(6)

(7)

By

Jiop

é a velocidade das ondas de Alfvén.

Onde vy =

Estas s3o as relagdes de dispersao para as chamadas ondas de Rosshy
magnetohidrodinamicas, chamaremos o modo associado a relagdo de dispersao (6) de

modo magnético e o modo associado a relacdo de dispersdo (7) de modo magnético.
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H4 uma razdo para tais nomenclaturas, suponhamos que f = 0 em (6), segue entdo

gue a relacdo de dispersao se reduz a:

Bok

v HoP

w1 =

(8)

Que é a relacdo de dispersdo para as ondas de Alfvén que é um modo magnético no

sentido que ndo é afetado pela forca de Coriolis.

Por outrolado se By = 0
Bk
W2 =772
k|
(9)
Que é a relacdo de dispersdo para as ondas de Rossby que é um modo puramente

hidrodindmico, ndo sendo afetado pelas forca magnética.

4
-
Notamos no caso 32 > 4v2 |k| , que geralmente é valido para as grandes escalas dos

sistemas podemos expandir a raiz no termo

Ed 4’
vilk|

1
,82

De onde temos

Neste regime as ondas magnéticas tem freqliéncia menor que as ondas

hidrodinamicas.
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Problema de autovetores

A matriz L*(iE) tem autovalores w; e w, dados pelas equagdes (6) e (7) para

encontrar seus autovetores devemos resolver a equagao:

L (iR)R(R) = AR (R)

(10)
Ondea =1,2e 4, = wa(E).
Obtemos entdo as seguintes expressoes:
L w_(k)
R_(k) = < N 2)
By k|
(11)
— — w l_é
RH(R) = ( +0 2)
By |k|
(12)

Os autovetores ﬁ-(E) e §+(E) terdo importante papel no célculo dos coeficientes de

interacdo na analise fracamente nao linear.
Os autovetores a esquerda podem ser calculador por:
- T—> - — -
[£*(ik)] (k) = 2L% (k)
Onde
Bik Byik|k|?
e ()] = - | 2
—— Byik|k|? 0
HopP

E 0 operador adjunto de L*(il_c))
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Modificacdo dos modos normais devido a campos basicos varidveis no espago

Até agora consideramos um escoamento bdsico nulo e um campo magnético de fundo
constante, contudo um escoamento basico varidvel pode modificar consideravelmente
o0 comportamento do campo magnético. Estamos particularmente interessados no

efeito de amplificacdo do campo magnético devido ao escoamento de fundo.

Um efeito semelhante a este é estudado da abordagem cinematica da teoria de
dinamo e na eletrodindmica do campo médio (Steenback et. AL, 1967), onde o

chamado efeito alfa propicia um crescimento exponencial do campo magnético.

Da mesma forma que definimos um operador diferencial £ devido eliminando as
contribuicbes de um escoamento basico e de um campo magnético varidvel vamos

definir um operador linear L devido a estes efeitos.

o ()

U()avz 5" 9
)55 (y)ax

|
|
|
" a 1 az avz " a ’ 62 |(A)
(B (}’)a + 2B (y) 6x6y> <U()’)W— U (J’)a— 2U (y) 6x6y>J

:
|
—|
I
|

(13)
O operador L;tem um simbolo associado
£i(i®) = | U)iklk|? B )ik
Y (B" )ik = 2B' MkD  (~U®)iklk|* — U" )ik +2U (»)kD)
(14)
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Note que os autovalores da matriz L*(ik) ndo s3o necessariamente os mesmo da

matriz L (ik), por este motivo podem ocorrer diversos fenbmenos como a ampliacao
das perturbacbes (por exemplo uma instabilidade) ou mesmo a modificacdo das
perturbacdes de forma a projetar energia em outros modos. Para elucidar tais efeitos

vamos supor uma campo composto por dois modos normais diferentes dado por:

(%) = uet@rs-0Re (k) + QyeiCai-z0 for (1)

(15)

A evolucdo temporal deste campo devido aos termos com escoamento basico nulo e
campo magnético constante estd completamente contida na nas exponenciais da

forma e!(ki-wt),

Consideremos a evolugdo do sistema devido a L considerando a equagao:

o4 =0(¥)

A evolugdo é dada por
(f) (t) = expiftLy) (ﬁ)

Substituindo um campo na forma de (15) podemos escrever a evolugdao das amplitudes

na forma:

i(%) _ [ V12]<Q1>
dt \Q, Y21 Y221\Q,

Onde
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Vij=(Rei(k,).Lj R (k)

A evolucdo das amplitudes é dada por

(1) w0 3

Onde

_ Y11 Y12]
Y21 V22

Um crescimento exponencial das amplitudes sera possivel caso a matriz M apresente
autovalores com parte real positiva, analogamente parte real negativa gera
decrescimento exponencial, componentes imaginarias geram oscilagOes periddicas. Se
V é uma transformacdo que diagonaliza M (ou coloca M em sua forma candnica de

Jordan).

Interag6es nao lineares

Consideremos um campo W = (f) expresso como na base dada por autofungdes do

operador L:

W= Z z el e (R)
a k

A evolugdo temporal de w pelo operador linear é dada por:
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expil-t L)W = » ) afei ¥R ()
=T

Consideremos o operador bilinear B(.,.) dado por

_(L). TV + —— (744). WZA}
Hop
—(V+). Vv2A + (VE4).VV2y

B(W, W) ={

Substituindo o esta expressdo no operador bilinear B(.,.), temos:

B(expil—tL)W, expif—tL)W)

— (@a1,02) ha1 722 ,i(k.X—(w1+w2)t) \ Ba (T
Zz{ Zq Z C(szz)ﬂzlﬂzze vt e (k)
k

a k=kq+k, ®1,Q2

Onde Cég’gl’gz)) é o coeficiente de interagdo de trés ondas com modos (a,a;,a,) e
1,2

- - o
numeros de onda (k, kq, kz) respectivamente, cuja expressao geral é

o) = (), 5 (R ), o () + (R (), R ()

Aplicando a expressdo para B(.,.) nos autovalores de L*(il—c)) temos que os

coeficientes sdao dados por:

T l2(pL k. 2(k: ®
o {'k2| B (wa@)w(a)w(f?z)

(kkikz) 2

N e (k)A“ (k) A% (k,)
Hop

+ 47 (k)A“ (Iky )y (Ez))}

= A(Je)p (1 )42 (k2)
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Onde

Lo (i) = <¢“f (@-))

A% (k)

Substituindo as equacdes (11) e (12) nas expressdes de C“ 3132) temos:

(F1k2)
(R PRER) + R 2 (RER) [
Gy = Ll 2)2| Jil 1)<1(30)3k|k|2k1|k1|2k2|k2|2
“Botklkl*  Bo)kilkaPPhalkal” | —Boikslksl? )}
ﬂopw1(E1)w2(Ez) a)(l_é) ﬂopw(l_‘))wl(l_él)

A evolugdo de B(expi?@—tiﬁ)w, expi?@—tL)W) devido a £ é dada por:

exp [tLB (expi?@— tL) w, expifi—tL) W) ]

zz z Z CE:Z&;@)) :19052 L(kx (w14wr—w)t) Ra(k)
1,72 1

a k= k1+k2 a1,az

Fazemos entdo a média desta quantidade no intervalo [0,t] e calculamos o limite desta

médiacom t - oo
0
ﬁ(W)(T)

_thmt -]- Zz Z (gglgz)ﬂal(T)ﬂaz(T)el(kx (w1twa—w)s) Ra(k)ds

= -

=kq1+k;

t
-Y24 X X eencgnzsanon; i [ eerrerras)
k1.kz o

k1+k2 a1,a2

Notamos que o integrando na expressdo acima é uma fungao trigonométrica, ela tem

média ndo nula se e somente se a fungao for constante, ou seja,
w = wq + (O))
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Que é a condicdo de ressonancia para trés ondas, portanto

1/t _ 0se(w; +wy, —w) #0
fa —i(w1twz—w)s — 1 2
th_)rcr)lot(j;e ds) {1se(w1+a)2—a))=0

Tipos de interagao

Dada a condigdo de ressonancia w = w; + w, podemos os seguintes tipos de

ressonancias:

-trés modos magnéticos, quandoa = a; = a, =0

- trés modos hidrodinamicos, quandoa = a; = a, =1

-dois modos magnéticos e um hidrodinamico, porexemploa =a; =0ea, =1

-dois modos hidrodinamicos e um magnético, porexemploa =a; =lea, =0

Algumas generalidades sobre tripletos ressonantes.

Dado um campo composto por trés modos com amplitudes Q, ; e (), , o sistema de
equacgles que rege a evolugdo deste tripleto ressonante genérico com amplitudes

complexas é escrita na forma:

1——CQQ
dt 1752373
2——CQQ
dt 23R
3——CQQ
dt 3rRe2

O sistema possui duas quantidades conservadas

Liz = [Q]% + [Q3]?

Lz = [Q,17 + Q37
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Além da Hamiltoniana:
:]'[ = Im(ﬂlﬂzﬁg)

Ainda, se C;+C,+C3 =0 é imediato que o sistema conserva energia (a

hamilténiana ndo é a energia!):

E= [|Q3]* 4+ 1Q,]* + |Q3/]*

Como mostraremos a seguir o sistema pode ser reduzido a quatro equacdes reais, logo
a existéncia de trés quantidades conservadas implica na integrabilidade das equacgdes.

Usando representacdo das amplitudes complexas na forma polar

0 = [Qq]e71
Q; = [Q,le ™2
Q3 = |Qz]e™3

(2)

Substituindo (2) em (1) reduzimos o sistema de trés equagoes no plano complexo (seis
equacoes reais) para quatro equacgoes reais:

dB;
Tk C1B,B3cos@
dB,
a C,B{Bscosp
dB3
a - C3B{Bycosp
do G C; C3
— =B,B,B ( + + )sen
de ~ 1 \(B)2 T (B2 T (By)?) Y
Onde
Q=@+ P — @3
E Q] =B;

Hamiltoniana nesta formulagdo se torna:
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H = B1B,B3seng
Multiplicando a equagao para B; por B; temos:

1d|B|>  1d|B,|* 1 d|Bs?
c, dt ~C, dt ~C3 dt

= B1B,B3cosp

A solucdo desta equacdo é dada em termos das fucdes elipticas de Jacobi, ver
(Whittaker, 1937). Para simplificar a andlise consideraremos um sistema com condi¢ao
inicial B;(t = 0) = 0. Ent3o a solucdo para o quadrado das amplitudes é dada por

G

1B11? = 1B, (e = O)I? |2
2

w (3

u
1Bo1” = 1Byt = 0)Pen? ()
m

u
1B51” = 1B3(t = 0)dn ()
m
Onde

il = B3(t = 0)1/C1C2€t

E pardametro m das funcgoes elipticas de Jacobi é dado por

2
G <Bz<0>>
C, \B3(0)
Em geral a equacgdo dos tripletos apresenta solugdes periddicas, exceto para condigdes

iniciais degenerado, neste caso as fungdes elipticas de Jacobi apresentam “periodo”

infinito.
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Efeitos dissitapivos

Os efeitos da dissipacdo aparecem nas equacdes nos termos envolvendo o laplaciano
da vorticidade e da corrente magnética em (1a) e (1b). Escrevendo as equacdes

levando em conta apenas efeitos difusivos temos:

V2

—atlp = yV?2 (Vzl,l))

avia 2 o2
5 = nv<(V-4)

Para verificar o efeito da difusdo assumiremos um campo contendo apenas um modo

com numero de onda
Y\ _ (0, ikD) Ba (T
(A) = Qe R (k)
Subsibuindo na expressdo das equacbes de difusdo temos:

- a l/) -4 . Vv 0 — -
2 — i(k.x) a
|k| at( )(t)—Q|k| e [0 T]]R (k)

Que leva a

0 -

(W@ =—[g 3](%)
portanto

(4) = exp (1i0) (%)
Onde

v 0
p=[5 )
0 n
Colocando a dependéncia temporal de (f) em () de forma que
t
M =0 (—)
€
Pela regra da cadeia temos:
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do(T)  da(m)dT _ 1d(T)
dt ~ dT dt e dT

portanto
(1) @ = LGy ®Re(k) = ~afR|'e @ [} | Re(®)

entao

CRe(k) = —enlf o z®

Fazendo o produto interno de ambos lados da equacdo por ﬁ“(l_c)) e supondo este

vetor normalizado temos:

da - Sa(D Ba(l
7= —teklz(DRa (k),R“(k))

onde
-2 — - — -
= (k" (DR= (%), Re (R, )
Sera chamado de coeficiente de difusdo.

Note que em geral v e 1 tem valores diferentes, isto implica que o tensor de difusdo

o;;ndo serd diagonal, com isto a difusdao pode gerar uma interagdao linear entre

ij
diferentes modos. De forma geral a solucdo ndao apenas ira decair a zero como
também pode gerar oscilagdes dependendo dos autovalores da matriz com entradas

O’U .

Forgante térmica

Se incluirmos um termo devido a forgante térmica na equagao de momento,

considerando um gradiente radial de temperatura teremos

D N 1 - - ~
+f ut = —-VP+—>b.Vb + qT(x,y)t
Hop
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Onde t é um versor na direcdo do gradiente de T

Entdo tomando o rotacional da ultima equacao temos

o (V? 1 A
( ;pt+ 2 +J@W, VY + f) = —J(A,V*A) + q V(T (x, y)1)
Hop
seja

. ~ - . aT (x,
Consideremos a expansdo em série de Fourier de Irxy)

ViT(x,y) = Z T, et(k1%)
l

O coeficiente que representa uma forgcante constante na componete de comprimento

de onda El é

ﬂ==(ﬂ,Rﬁ

= T

=aa(3)
Ry

Efeito combinado de instabilidade devido ao campo basico, interagdes nao lineares e

dissipacao.

Dado um campo composto por trés ondas a equacgao diferencial ordinaria geral que

descreve a evolucdo das amplitudes é

3 3
dQ, (ap,@2,03)y A
= O Rm ) vy 0= ) oy
j=1 Jj=1
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3 3

dQ, (az.a301) ~ A

G Skt Z ETE Z 02j 4y
= =

3 3
Qs (az.a122)y A
Gt = CEEE M+ ) vy 0= ) oy
= =

Apéndice ao capitulo 2:

Resumo do método da média sobre as ondas rapidas

Partiremos de um sistemas com um ditado por equag¢des diferenciais envolvendo um

parametro €, e estaremos interessados no comportamento do sistemas no limite € — 0.

Nos restringiremos a sistemas ditados por equagdes de evolucdo da forma:

out
ot

+ &1 L(ué) + B(ws,ué) =0

(A1)

Onde uf é um elemento do espaco de Hilbert L?(C?) das fungdes de quadrado integravel a

valores em C?, onde C denota o corpo dos himeros complexos.

0 operador £L: L?(C?) — L?(C?) sera suposto anti-simétrico, ou seja, dado o produto interno

(,) definido em L?(R?) deve valer:
(Lu®,v®) = —(vE, Luf)
vut, v¢ e L*(C?).
5

B é um operador ndo linear quadratico em u°®.

Suponhamos que o problema depende de duas escalas temporais distintas de forma que

podemos formalmente expandir as solu¢des da equacdo em poténcias do parametro €:

t t t
€ — Z) =40 - 1 — ).
u u(t, 8) u (t,r E:>+8u (t,r €)+

(A2)
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Onde serdo descartados termos de ordem superior em €.

Para que o método seja formalmente valido suporemos que u! tem crescimento sublinear em

T.

Substituindo-se o ansatz (2) na equacdo (1) obtemos para a ordem €7 1:

6a_u: +Lw®) =0
(A3)
Cuja solugdo é dada por:
u(t,7) = e " u(t)
(A4)
obtemos para a ordem €°:
aa_url + L(ul) = - (aa—uto + B(u°, uo))
(A5)

Na qual podemos inserir (4), a solucdo é entdo dada pela equacao de Duhamel (Treves,1975):

ou
0

eul = ul(t=0,7)—1

Et) - fo B (e~sta(t), e**a(®)) ds

Dividindo ambos da equacdo por 7 e tomando o limite T = o e usando a condicdo de

crescimento sublinear de u® temos:

617(1:) : 1(f —sLi3 —sLs
5t __TILTO;LB(e u(t), e u(t))ds

Que é a equacdo obtida fazendo-se a média sobre as ondas rapidas.
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