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Resumo

Relagao de dispersao é outro nome para a funcao Hamiltoniana, cujo conhecimento
especifica completamente a dinamica de um sistema no formalismo da mecanica classica.
Sua escolha estd intimamente vinculada as simetrias do sistema e, no contexto cosmolégico
aqui apresentado, com as simetrias locais obedecidas pelas leis fisicas. Mais ainda, a con-
tribuicao da matéria na dinamica cosmoldgica reflete a escolha do grupo local de simetrias
das leis fisicas.

Por outro lado, o problema fundamental da cosmologia pode ser definido como a cons-
trucao de um modelo de evolucao temporal de estados que, sob as hipéteses mais simples
sobre estados iniciais (digamos, que demande a menor quantidade de informagao possivel
para serem enunciadas), prediga o estado atual observado. O paradigma inflacionario é
atualmente a ideia que melhor cumpre esta definicao, uma vez que prediz que uma grande
variedade de condigoes iniciais leva a aspectos fundamentais do universo observado. Con-
tudo, os mecanismos usuais de realizacao da inflacao sofrem de problemas conceituais. O
ponto de vista deste trabalho é que a realizacao convencional da inflagao, isto é, através dos
campos escalares minimamente acoplados, é a formulacao localmente relativisticamente in-
variante da inflacao. A maneira de incluir quebras e deformagoes da estrutura de simetrias
locais na cosmologia ¢ nao tnica e estd associado ao chamado problema trans Planckiano da
inflacao. Analogamente, a motivacao conceitual para incluir esse tipo de modificagao tam-
pouco é tinica. Dependendo do esquema de realizacao, a versao localmente nao relativistica
da mesma pode apresentar graves dificuldades de conciliagao com observagoes atuais, ou
apresentar vantagens conceituais em relagao ao modelo padrao de inflagdo, enquanto em
conformidade com observacoes cosmoldgicas.

Da maneira como foi posto o problema fundamental da cosmologia, a escolha das



simetrias locais influi na regra de evolucao dos estados. O conceito de simetrias encontra
sua formulacao independente de teorias fisicas no formalismo da teoria de grupos, mas
consideraremos uma extensao da ideia, de aplicabilidade mais geral, a teoria das algebras
de Hopf que, de certo modo, trata das simetrias de estruturas algébricas. Esta extensao
¢é util inclusive no trato de simetrias dos espagos nao comutativos, uma das principais
propostas fisicas que em ultima andlise afeta a estrutura de simetrias locais do espaco-
tempo.

A expressao “simetrias locais”, por si s6, nao diz muito sem a consideracao de regras
de realizacao. Essas regras dependem da estrutura matematica das observaveis da teo-
ria. Sob hipdteses muito gerais, que nao especificam uma teoria em particular, é possivel
mostrar, nao como um teorema matematico formal, mas como uma hipdtese tecnicamente
bem motivada, que existem apenas dois tipos de teorias fisicas: as classicas e as quanticas.
Trabalharemos sob essas hipoteses, as quais se formulam algebricamente assumindo a es-
trutura de C*-algebra para as observaveis fisicas, outra motivacao para o uso das algebras

de Hopf para descricao das simetrias da natureza.



Abstract

Dispersion relation is another name for the Hamiltonian function whose knowledge
completely specifies the dynamics in the formalism of classical mechanics. Its choice is
intimately related to the symmetries of the system, and, in the cosmological context here
exposed, with the local space-time symmetries obeyed by physical laws.

For the other side, the fundamental problem of cosmology can be defined as a cons-
truction of a time evolution model of states which, under simplest possible hypothesis
concerning initial conditions (say, which demands the minimal amount of information to
be specified), predicts the present observed state. The inflationary paradigm is currently
the idea which better accomplishes this definition, since it predicts that a great variety of
initial conditions lead to essential aspects of observed universe. The usual mechanisms of
inflation suffer, however, from conceptual problems. The point of view of this work is that
the usual realization of inflation based on weakly coupled scalar fields suffer is the local
relativistic invariant realization. The way of including breaks and deformations of local
space-time symmetries is not unique and it is associated to the so called Trans-Planckian
problem of inflation. Analogously, the motivation to include this kind of modification is
neither unique. Depending of the scheme of realization, the locally non-relativistic ver-
sion may lead to serious difficulties in conciliation with observations, or to conceptual
advantages over standard formulations while in accordance with observational data.

In the way that was proposed the fundamental problem of cosmology, the choice of
local symmetries affects the rule of evolution of states. The concept of symmetry finds its
formulation independently of physical theories in the group theory formalism, but we will
consider an extension of idea, of wider applicability, the theory of Hopf algebras, which, is

about symmetries of algebraic structures. That extension is useful including dealing with



symmetries of non-commutative spaces, one of the main physical proposals that, in de end,
affect the structure of space-time symmetries.

The expression, “ local symmetries”, by itself, does not say too much without conside-
ring realization rules. Those rules depend on mathematical structure of observables in the
theory. Under very general hypothesis that do not specify a particular theory, it is pos-
sible to show, not as a formal mathematical theorem, but as a technically well motivated
hypothesis, that only two types of physical theories do exist: The classical ones and the
quantum ones. We are going to work under those hypothesis, which can be algebraically
formulated assuming a C*-algebra structure for physical observables, another motivation
for the use of algebraic structures like Hopf algebras for the description of nature symme-

tries.
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Capitulo 1

Introducao

Talvez possamos definir o problema fundamental da fisica como a constru¢ao um mo-
delo de evolucao temporal de estados em que cada um destes contém a informacao de todas
as possiveis observaveis a principio, e no qual o estado num determinado instante qualquer
¢ funcao unicamente determinada daquele num fixo instante arbitrario. HEsse modelo de
teoria fisica foi certamente enfraquecido pelo advento da teoria quantica e da relatividade
geral. Nesta, porque é sabido que o chamado problema de Cauchy para equagoes de campo
de Einstein s6 pode ser formulado em uma classe particular de espaco-tempo chamada de
globalmente hiperbdlica. Mas principalmente naquela, porque a teoria quantica prediz que
nao existe informacao suficiente em nenhum instante do tempo para especificar completa-
mente o futuro ou o passado E] Mas de todo modo, mesmo em uma versao enfraquecida,
num sentido matematico paradoxal em que um conceito anterior é substituido por outro
mais abrangente, esse modelo de evolugao temporal de estados estd na base de toda a fisica.
Sendo assim, a cosmologia distingue-se do resto da fisica pela inclusao de um elemento adi-
cional no problema: a construcao de um modelo de evolugao temporal de estados que, sob
as hipéteses mais simples sobre as condigoes do universo em algum momento suficiente-
mente remoto do tempo, prediga o estado atual observado. Por mais simples, poderiamos
definir a que demande a menor quantidade possivel de informacao para se especificar. Ao
descrever tal estado, teoria e observacao se confundem.

Se por um lado a informacao que nos chega aos instrumentos e sentidos é essencial-

mente uma imagem produzida por fontes extraterrestres, a maneira como codificamos essa

1 Além do mais, restringir a classe de espaco-tempo que ocorre na fisica ndo é diferente de restringir a
classe de potenciais que ocorre na fisica Newtoniana de modo a evitar aqueles que violam as condicoes de

unicidade de solugoes dadas condicoes iniciais.
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informacao em nosso modelo de universo é dependente da formulacao das nossas teorias
fisicas. Na descrigao classica, a informacgao sobre o universo é completamente especificada
pela escolha de uma variedade topoldgica diferencidavel no qual se define certo conjunto
de campos tensoriais que especificam a informacao sobre a matéria e forcas fundamentais
como a gravidade. A finitude da velocidade maxima de propagacao dos sinais no universo,
sendo uma das ideias mais fundamentais na fisica do ponto de vista tedrico e experimental,
nos leva a uma conclusao de notavel importancia: a imagem que chega até nés é na verdade
uma amostragem da histéria do universo. Nao apenas, a nocao de causalidade relativistica,
associada a existéncia desse limite, é de fundamental importancia a cosmologia e afetado
por consideragoes sobre simetrias fundamentais.

Em 1963, segundo Malcolm Longair (1993, QJRAS, 34, 157), Peter Scheuer teria dito:

"There are only two and a half facts in cosmology:

1. The sky is dark at night;

2. The galaxies are receding from each other as expected in a uniform expansion;

3. The contents of the Universe have probably changed as the Universe grows older;”
Outra famosa frase, atribuida a Landau, é:

”Cosmologists are often in error but never in doubt.”

Se nao pudermos dizer que a descoberta da expansao do universo por Hubble em
1929 elevou a cosmologia ao status de ciéncia pela falseabilidade de suas previsoes, entao
esse status é inescapavel a descoberta da radiacdo césmica de fundo (CMB) em 1965
por Arno Penzias e Robert W. Wilson, pois esta pos fim ao debate entre o modelo de
estado estacionario de Fred Hoyle e o Big Bang de Gamov, tendo em vista que este tltimo
previa um estado térmico primordial. Estes avangos, juntamente com outros experimentos
observacionais paradigmaticos, como estimativas de idade do universo pelo diagrama HR da
sequencia principal, por exemplo, tém nos conduzido a uma visao cada vez mais detalhada
e restritiva, do ponto de vista tedrico, sobre o estado observado do universo.

Podemos destacar a validacao, pelos surveys de altos redshifts, do chamado principio
cosmolégico. O principio cosmoldgico, primeiramente formulado por Einstein em 1917,
tinha por objetivo simplificar a solucao das equacoes de campo relativisticas, de modo
a permitir extrair uma solugao que pudesse descrever o universo. O principio diz que

o universo deve parecer o mesmo, pelo menos no que diz respeito a distribuicao média
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de matéria, quando visto de qualquer ponto e qualquer direcao num mesmo instante do
tempo césmico. O universo ser descrito, até onde se pode observar, por uma solucao tao
altamente simétrica, num conjunto de infinitas solugoes possiveis das equagoes de Einstein,
¢é realmente uma caracteristica improvavel de se explicar pelo acaso. Num modelo de
universo que satisfaca essas condicoes, existem apenas duas liberdades na especificacao do
mesmo: a curvatura da superficie de tempo constante e a evolucao temporal do fator de
escala. Estes modelos sao coletivamente chamados de Friedman-Robertson-Walker (FRW).
Outro fato relevante é que muitos testes independentes conduzem a conclusao de que o
universo € plano, ou aproximadamente plano. Essa é outra caracteristica intrigante do
universo, visto que as equacoes de Einstein preveem que um universo plano é um ponto
critico instavel da evolugao temporal.

Algo que ressalta imediatamente aos olhos é que a distribuicao de matéria do universo
nao é completamente uniforme. A simples inspecao do ambiente a nossa volta sugere
isso. Somos entao levados a considerar um universo com perturbacoes de densidade. Essa
densidade deve refletir os vinculos impostos pela causalidade. O horizonte de causalidade,
ou horizonte de particula, impoe restri¢oes sobre a correlagao entre valores de quaisquer
observaveis em diferentes pontos do espago-tempo. Nos modelos FRW satisfazendo as
chamadas condigoes de energia forte, p43p > 0, este é da ordem de grandeza do horizonte
de Hubble, H~!, e espera-se que um valor particular de uma observavel qualquer num dado
ponto A, digamos a densidade, nao implique em uma maior probabilidade da obtencao de
algum outro valor particular para outra observavel qualquer num outro ponto B se a
separacao entre eles for maior do que o tamanho do horizonte de Hubble. Tal observacao
nao teria explicagdo num universo FRW onde se supde que o efeito da gravidade seja
sempre atrativo, pois este exibe um peculiar comportamento do horizonte: o mesmo sempre
cresce mais rapido do que a separacao entre observadores que acompanham a expansao
do universo (separagdo comdvel). Isto implica que num tempo suficientemente remoto, o
horizonte é sempre menor que a separacao entre quaisquer dois observadores. Mais ainda,
que o momento da igualdade entre estas escalas, o cruzamento do horizonte, ocorre apenas
uma vez. Por tanto, encontrar uma correlagao entre observaveis em pontos mais distantes
que o horizonte num dado instante estaria para sempre afastado de qualquer explicacao.

O mapeamento do padrao de flutuagoes de temperatura da CMB pelo satélite COBE
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(1989-1992), outro evento paradigmatico, demonstrou exatamente esse fato. Sabemos,
pelo efeito Sachs-Wolf, que as flutuagoes de temperatura tracam o padrao de flutuagoes de
densidade que deram origem a estrutura em larga escala do universo. Esta observacao nos
mostrou o desconcertante ajuste da temperatura, a uma proporcao de 1072, entre pontos
que deveriam ser causalmente desconectados, juntamente com flutuacoes de densidade que
apresentam um peculiar padrao de correlagoes.

Colocado na maneira como foi o problema fundamental da cosmologia, e diante dos
fatos observacionais acima mencionados, a inflacao é o paradigma que melhor cumpre a
proposta. Isto porque prevé que se abandonarmos a hipdtese de gravidade sempre atra-
tiva, de forma tal que o universo tenha uma fase primordial de expansao acelerada, entao
uma grande variedade de condicoes iniciais conduziria ao mesmo conjunto de propriedades
fundamentais observadas do universo.

Embora, como paradigma, a inflagao desfrute do mesmo status que o préprio Big Bang,
este ¢ um paradigma em busca de uma realizacao para além de qualquer problema con-
ceitual. Desde sua concepcao, o mecanismo de inflacao passou por varias revisoes. Se a
inflagdo realmente ocorreu, nao temos hoje uma evidéncia irrefutdvel de como. Os ingre-
dientes fundamentais envolvidos na realizacao usual da inflacao ja estavam presentes em
trabalhos dos anos 70, tanto de Andrei Linde, sobre a possibilidade da energia potencial
de campos escalares imitar o efeito da constante cosmolégica, como de Starobinsky (1979-
1980) em conexao com efeitos de gravitacao quantica. Andrei Linde e Gennady Chibisov
(1978) buscavam a origem da entropia do universo num modelo com uma fase de expansao
exponencial primordial, mas que conduzia a um universo altamente inomogéneo, provavel-
mente o primeiro exemplo do chamado problema da saida graciosa. O modelo de Alexei
Starobinsky era um mecanismo de expansao exponencial sem problema de saida graciosa,
mas que ja partia de um universo homogéneo e isotrépico. Mas foi em 1981 que Alan Guth
propos um modelo muito mais simples que conectou o mecanismo de inflagdo com toda
uma nova classe de problemas conceituais do Big Bang. Problemas estes antes vistos como
um conjunto qualquer de condigoes iniciais do universo, mais do que se poderia esperar que
uma teoria fisica fornecesse. Pode-se dizer que a inflacao introduziu o elemento adicional
que destacou a formulacao da cosmologia perante a fisica como um todo.

O modelo de Guth, agora chamado de velha inflacao, tinha trés ingredientes abandona-
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dos em realizagoes posteriores da inflagao: a hipotese de equilibrio termodinamico; a ideia
de que o inflaton, campo escalar que dirige a inflacao, é o0 mesmo campo responsavel pela
quebra espontanea de simetrias de calibre nas teorias de grande unificacao; e que a parte
efetiva da inflagdo acontece no falso vicuo do inflaton (minimo local do potencial).

Neste modelo, em uma interpretacao semicléssica, a inflacao ocorre enquanto o campo
escalar estd aprisionado, por uma barreira de potencial, no minimo local deste. A inflacao
termina quando efeitos de tunelamento permitem que o campo atinja o seu vacuo verda-
deiro. Contudo, trata-se de transigdo de fase de primeira ordem (i.e. descontinua), no
qual se formam regides da nova fase, as chamadas bolhas (onde a barreira foi penetrada),
que coexistem com regioes da fase anterior. A probabilidade de penetracao da barreira
determinava a taxa de formacao das bolhas. Se a taxa de formacao é pequena, a inflacao
dura muito, a bolhas jamais se encontram e o interior delas representa um universo isolado
com densidade tendendo a zero. Se a probabilidade é alta, as bolhas se formam préximas e
sua colisao produz um universo altamente inomogeéneo. Isso levou ao abandono da hipdtese
de falso vacuo. Este é outro exemplo do problema de saida graciosa.

A alternativa veio na chamada nova inflacao, no qual a o inflaton pode iniciar a inflagao
tanto no falso vacuo como em qualquer outro estado instavel. A diferenca crucial é que
a parte 1util da inflacdo nao ocorre no falso vacuo, mas sim durante a lenta descida do
potencial em direcao ao minimo. Isso necessita de um potencial muito plano préximo ao
minimo, satisfazendo as chamadas condi¢oes de rolamento lento, que por sua vez implicam
em constantes de acoplamento muito pequenas. A constante de acoplamento regula a
forca das interacoes, que por sua vez levam ao equilibrio. Uma constante de acoplamento
pequena torna improvavel o equilibrio térmico, base da velha e nova inflacao. A teoria de
transicoes de fase cosmoldgica é, portanto, inaplicavel, a nao ser que o universo ja tivesse
uma grande quantidade de particulas (entropia) ja de principio, de modo a aumentar a
taxa de interacao, favorecendo o estabelecimento do equilibrio.

A hipétese de equilibrio térmico ainda assim parecia a mais natural no momento da
concepcao da inflagao, devido prépria existéncia da CMB implicar em uma fase térmica pri-
mordial, além do sucesso do Big Bang em prever, sob a hipotese de equilibrio, a abundancia
observada de elementos primordiais. Esta foi abandonada com a paradigmética inflacao

cadtica, que assumia uma inflacao ocorrendo fora do equilibrio com condic¢oes iniciais
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aleatorias. Um campo escalar muito deslocado do minimo de seu potencial, possivel-
mente por grandes flutuagoes quanticas de uma fase Trans-Planckiana anterior. Supoe-se,
contudo, que a inflagao termine em uma fase onde a densidade de energia é dominada pelo
campo escalar e este decai lentamente na matéria hodierna, de modo tal que possibilite
um restabelecimento do equilibrio. Este periodo é chamado reaquecimento.

A hipétese de inflagao imersa nas teorias de grande unificagdo (que preveem que a ele-
trodinamica, forca nuclear fraca e forte surgem pela quebra espontanea das simetrias de
uma unica teoria de calibre) foi motivada por sua prépria classe de problemas internos, pois
previam a altas temperaturas a criacao de particulas estaveis e pesadas que rapidamente
se tornariam a principal componente do universo, mas que no entanto, jamais foram ob-
servadas, a mais notavel delas sendo o monopélo magnético. Essa tentativa de conciliacao,
contudo, também nao foi concretizada. O motivo para isso é a inadequacgao da forma do
potencial do campo associado que, sendo muito ingreme, nao levaria a uma duracao ade-
quada da inflagao para, por exemplo, permitir que o horizonte de particula compreendesse
a regiao observada com temperatura homogénea da CMB, permitindo assim uma origem
causal para a correlagao.

Em 1999, Andreas Albrecht e Joao Magueijo propuseram uma mudanga paradigmética
na inflacao. Segundo eles, se a velocidade da luz, codificada em combinacoes adimensionais
de variaveis, for maior no universo primordial, entao temos uma solucao alternativa para o
problema do horizonte: O horizonte no passado é maior do que o esperado se a velocidade
da luz for maior. Estes autores assumiram ainda uma peculiar maneira de modificar a re-
latividade geral, que quebra a covariancia geral das equacoes de Einstein, sob a hipotese de
velocidade da luz varidvel (VSL). Sob essa hipdtese, varios outros problemas previamente
resolvidos pela inflacao sao resolvidos pela VSL.

Em um trabalho posterior, Stephon Alexander e Joao Magueijo (2001) conectaram uma
versao alternativa de seu modelo de VSL com as entao intensamente estudadas teorias de
campo nao comutativas. A motivacao para isso foi um resultado na teoria de cordas
conhecido como limite Seiberg-Witten. Este dizia que num certo limite, a teoria de cordas
previa uma modificacao efetiva na teoria de campos: esta seria uma teoria no espaco
nao comutativo, ou seja, um espaco sob a hipétese de um principio de incerteza entre as

coordenadas do espago-tempo [z#, x”] # 0, abrindo a possibilidade de tratar consequéncias
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fenomenoldgicas de baixa energia da teoria de cordas. Ao longo de uma década, essas
teorias tem entao sido intensamente estudadas. Como definir tais teorias, tem sido uma
das principais questoes, mas diversas realizacoes demonstram algo em comum: violagao
da relatividade especial. Esta é a caracteristica fundamental conectada com velocidade da
luz variavel. Esta ideia ofereceu o vislumbre da até entao elusiva conexao entre a teoria de
cordas e a inflagao. Isso levou Stephon Alexander, Robert Brandenberger e Joao Magueijo a
proporem a inflagdo ndo comutativa (2003, 2005 e 2007). Este modelo se diferencia da VSL
por, diferentemente desta, ser um mecanismo de inflacao, e por nao se assumir violacgoes
da covariancia geral das equagoes de campo de Einstein. Um ponto importante é que, na
indefinicao de como construir a teoria quantica no espago-tempo curvo nao comutativo,
que remota a recentes desenvolvimentos da matematica no ramo conhecido como geometria
nao comutativa, recorreu-se a uma hipotese assumidamente heuristica de que seria possivel
calcular a funcao de particao canonica da radiagao, possibilitando uma andlise da sua
termodinamica no universo primordial, baseando-se apenas no seu aspecto fenomenolégico
nao relativistico codificado em uma deformacao da relagao energia-momento. Recuperou-
se neste modelo de inflacao a entao abandonada hipdtese de inflagao em equilibrio térmico
e com uma nova mudanca de paradigma: Inflacao poderia ser dirigida pela radiagao em
altas temperaturas, nao por algum campo escalar hipotético.

Essa hipotese de trabalho, isto é, codificar aspectos de uma fisica de altas energias
nao completamente entendida na modificacao da relacao energia-momento, nao é nova
na literatura. Ja tinha sido empregada antes para estudar a robustez do calculo da ra-
diagao Hawking com respeito a modificacoes de uma fisica de altas energias e na propria
inflacao com o intuito de testar a invariancia de suas previsdes com respeito a efeitos
desconhecidos da fisica de altas energias. No mais, varios trabalhos mostraram que em
algumas circunstancias, varias tentativas de modificar a formulacao da teoria de campos,
por modificagoes dos esquemas de quantizacao, ou principio de incerteza energia-momento
modificados, por exemplo, terminavam por se manifestar através de violagoes na simetria
relativistica da teoria.

A presente tese estuda, de maneira nao exaustiva, a hipotese Trans-Planckiana na
inflacao, isto é, como o mecanismo de inflacao pode ser afetado por violacoes da relativi-

dade especial oriundos de uma fisica de altas energias. Mais ainda, estuda o significado
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conceitual e tedrico da relacao de dispersao no contexto quantico da representacao de si-
metrias e definicao da teoria quantica da matéria. Ideia essa em conexao com os préprios
fundamentos da teoria quantica expressos em resultados fundamentais devido a Von Neu-
mann, Wigner, Stone, Wightman e Haag. Explora a conexao entre esta ideia e a ideia de
espaco-tempo nao comutativo, regras de quantizagao deformadas e principio de incerteza
modificado, algumas das principais motivacoes tedricas para uma violacao da relatividade
especial em altas energias. Dentre esses, destaca a ideia de nao comutatividade, cuja estru-
tura esta intimamente ligada ao problema de representacao de simetrias da teoria quantica
e motiva o modelo de inflacdo nao comutativa, principal modelo explorado nessa tese. No
tocante a essa conexao, estuda como o problema de representagao de simetrias se generaliza
para simetrias de espagos nao comutativos através de estruturas mais gerais que grupos,
as algebras de Hopf, revalidando o modelo de inflagdo nao comutativa.

Apesar de os resultados originais dessa tese estarem essencialmente nos capitulos [7] e
[8) dispersos ao longo de todos os capitulos, existem interpretagoes, observagoes e consi-
deragoes originais desse autor sobre as teorias fundamentais sobre as quais se apoia essa
tese. Fruto da maneira original e particular como cada pesquisador deve olhar as bases
da sua ciéncia. Observamos ainda que a estrutura em que os nossos resultados originais
sao apresentados, apesar de baseada no primeiro trabalho publicado desta tese, é diferente

deste, devido a novos resultados que estao por ser submetidos, mas ja estao na tese.



Capitulo 2

A estrutura classica do espaco-tempo e matéria

2.1 Introducao

Falar do universo é, em principio, falar da distribuicao de matéria, e toda sua informacgao
associada, ao longo de grandes distancias e, por conseguinte, dos fatores que moldam tal
distribuicao. Na visao Newtoniana da fisica, apenas forcas podem afetar a distribuicao
da matéria. Em ultima andlise, o problema cosmolégico envolve todas as forcas a que a
matéria estd submetida, mas sao mais relevantes as forcas que criam as correlagoes mais
fortes na distribuigao da matéria no limite de longas distancias. Sobressaem-se, entao, as
forcas que mais lentamente decaem em funcao da distancia, como a forca gravitacional e
a eletromagnética. Mais ainda, sao mais relevantes as forcas que decaem mais lentamente
quando consideramos o efeito liquido associado a distribuicao tipica de suas fontes no
universo. A gravidade entao se sobressai sobre a forca eletromagnética como a forca mais
relevante no universo, por afetar todos os corpos da mesma maneira. Conforme dito, essa
¢ uma descricao Newtoniana do universo. Numa descricao quantica, efeitos de flutuacoes
podem afetar a distribuicao de quaisquer observaveis através do espago-tempo.

Comecaremos aqui uma compilagao de conceitos e resultados relevantes na descricao
classica da matéria e do universo, partindo do conceito sobre o qual repousa a ideia de forga:
o referencial inercial, através do qual chegaremos ao conceito de referencial localmente
inercial e, por consequéncia logica, ao conceito de espago-tempo curvo, sobre o qual se ergue
toda a cosmologia. Desde o inicio, construiremos a notagao ttil para tratar a geometria de
um espago-tempo curvo, com énfase na descricao geométrica do grupo de Poincaré, foco
desta tese, deixando abordagens mais algébricas para capitulos posteriores. As principais

referéncias para esse capitulo sao: |de Felice e Clarke| (1990), | Landau e Lifshitz | (1980),
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Hawking e Ellis| (1973), [Wald, (1984), Stewart| (1993)), [Weinberg (1972), |do Carmo| (1992b),
Nakahara (2003)), Heller| (1992)), do Carmo| (2005), |Schrodinger| (1950), [Spivak| (1971) e
Friedlander e Joshi (1998).

2.2 O espaco-tempo plano

As leis de Newton postulam a existéncia de um sistema de coordenadas de tempo
e espago (t,z) chamado referencial inercial, no qual as trajetérias z;(t) dos corpos
obedecem equacoes diferenciais de segunda ordem no tempo e lineares na derivada de

maior ordem:

d?xq <dx1 dry )
my—— = — e, Ty e, X
b Wdr T d 7
(2.1)
A’z N (dxl dry )
myNy——— = Ty ey oy Ly ey Ly,
N g NV ae J

No contexto geral das equagoes diferenciais, isso é uma severa restricao a generalidade. Tal
restricao, que nao afetaria a consisténcia logica da teoria caso nao fosse assumida, é o que
se pode entender por lei fisica. Neste sistema de coordenadas particular, a menos de uma
constante intrinseca ao corpo que se move e que multiplica a derivada segunda— a massa
m;, que mede a resisténcia ao movimento— o que aparece igualado a derivada segunda
da posicao é o que se define por forca. A possibilidade, por postulado, de unicamente
determinar as derivadas de segunda ordem nas equagoes de movimento é o que torna o
conceito de forca unicamente definido. As leis de Newton postulam entao um tipo de
equacao diferencial muito particular no qual a existéncia e unicidade de solucoes para um
dado conjunto de condigoes iniciais podem ser estabelecidas, levando a um modelo de teoria
fisica baseado no problema do valor inicial, ou problema de Cauchy, que influenciou
toda a formulagao da fisica posterior.

Ao postular um particular sistema de coordenadas, determinado pela forma das leis
fisicas neste, todos aqueles obtidos deste por transformacoes que nao afetam a forma das
equacoes em questao definem toda uma classe de equivaléncia de referenciais. Somos entao
levados a considerar as transformagoes entre referenciais inerciais, o que define a relagao de
equivaléncia entre os mesmos: as transformacoes de Galileu, que formando um con-

junto fechado a composicao e inversa, definem um grupo, cada uma destas transformacoes
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¢ unicamente definida pela especificacao de 10 parametros:

#— R +0t+d
(2.2)
t—t 4+,

A eletrodinamica, contudo, nao é invariante por transformacoes de Galileu. A relati-
vidade especial postula entao uma modificagao dessa classe de transformacoes de modo a
preservar a formulagao da eletrodinamica nos diferentes referenciais inerciais: as trans-
formacoes de Lorentz. Estas sao caracterizadas por serem transformacoes afins- isto
é, transformacoes lineares seguidas por translagoes— e por preservarem a estrutura de cone
de luz embutida nas equacgoes de Maxwell.

Preservar a estrutura de cone de luz equivale ao postulado de Einstein de que a velo-
cidade da luz é a mesma para todos os observadores inerciais. Este postulado é expresso

matematicamente pelo requerimento:
ds=0<ds' =0 (2.3)

onde

ds* = dt* — da* — dy* — d2? (2.4)

e ds’' é a transformacao de ds no novo sistema de coordenadas.

A equacao define a métrica de Minkowski. Uma métrica é uma forma bilinear
simétrica nao degenerada [[] que define um produto interno no espago tangente de cada
ponto p. O espaco tangente em p, denotado por T,M, é constituido de todas os
vetores tangentes a todas as curvas que passam em p. Num dado sistema de coordenadas,
este ¢ identificado com o espago vetorial gerado pelas derivadas parciais d,, em p, denotadas
d,. O vetor tangente de uma dada curva 7 : (a,b) — R* no ponto v(#') é denotado por
p

dy(t')
dt

, faz corresponder uma derivada direcional em C, o conjunto das fungoes diferenciaveis

em M, pela regra %f(y(t)” f €C, com a qual é identificado. Esta tltima defini¢ao é

t=t""
independente do sistema de coordenadas usado.
Sendo os elementos de T, M identificados com os funcionais lineares com suporte em p

satisfazendo a regra de Leibniz, isto é X (fg) = (Xf)g + f(Xg), que atuam no espago C
p p p

! Uma forma bilinear num espaco vetorial real V' é uma regra () : V x V — R tal que (u, \v + Bv) =
Mu,v) + B(u,v) e (Au+ Bu,v) = A(u,v) + B(u,v). E dita ndo degenerada se (u,v) = 0 para todo u se, e

somente se, v = 0. E dita simétrica se (u,v) = (v, )
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de funcoes diferencidveis no R*, o que simbolicamente denotamos )5 ceT,M:9pcC—R,
definimos um campo vetorial X como um operador linear satisfazendo a regra de Leibniz
tal que X : C — C. Denotaremos o espago vetorial dos campos vetoriais por X'(M).

Uma aplicacao diferenciavel ¢» : U — V, sendo U e V abertos do R", induz uma
aplicagao linear entre espagos tangentes. A diferencial di,, no ponto p, de uma trans-
formacao diferenciavel ¢ : ¢/ — V é um mapa linear entre os espacos tangentes T,U e
TV, denotado por dip, : TU — Ty V, tal que, qualquer que seja a curva vy : (a,b) — U

satisfazendo (t') = p, é valido:

So0)

=y, (dzl(f”) (2.5)

A maneira mais geral de escrever uma métrica <, >: X(M) x X(M) — R é dada por
ds* = g datds”, onde a forma diferencial dxz# ¢é definida pela escolha em cada ponto

do funcional linear em 7, M, denotado dz*, satisfazendo dz*(9,) = o*
p p

|28

sendo o produto
de diferenciais, denotado por dz* ® dx” ou dz*dx”, definido t];l que dz* @ dz¥ (u,v) =
dzt(u) - dz¥(v), para u,v € X(M). Os funcionais lineares no espago tangente formam o
chamado espaco dual, denotado por 7, M*, sendo o produto de diferenciais dz* ® dz”
uma base no espago dos funcionais bilineares no espago tangente Q?*T,M*. O

elemento de linha de Minkowski ¢ entao especificado por g, = 7,,, onde:

1 0 0 0
O -1 0 0
7]046 = (26)
O 0 -1 0
0O 0 0 -1

ds define uma medida no espaco de trajetérias no espago-tempo, onde a medida de cada

curva ¥(t) : (a,b) — R* é dada por
dry dy / d~P d~P
ds= [ dt —_, = = [ dt v—— 2.7
/ ° / <dt’dt>w(t) Vg (27)
A condicao 2.3 entao implica que:
ds = a(z)ds’, a(zx) # 0 para todo x (2.8)

O que se justifica por um teorema da teoria da medida e integracao conhecido como teo-
rema de Radon-Nikodym |lsnard (2007). Este teorema exercerd um papel importante

em conexao com representacao de operadores em espacos de Hilbert mais adiante.
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O requerimento de linearidade/afinidade decorre da imposigao de que particulas livres,
que se movem em linha reta e a velocidade constante, sao mapeadas em particulas livres,
movendo-se em linhas retas e a velocidade constante no novo referencial-Principio da
Inércia de Galileu— Este requerimento implica a(z) constante, uma vez que ds? muda
com a diferencial da transformacao de coordenadas:

ox'™ 9’8
ox# Oxv

ds” = gapdr'*dz'’ = nug dztdx” (2.9)

Uma vez que ds’ = cds, uma simples redefinicdo das unidades de medida no referencial
transformado faz ds’ = ds. Sem o requerimento a(x) constante, estaremos considerando
um grupo de Lie de 15 parametros conhecido como grupo conforme.

Reciprocamente, a propriedade de deixar invariante a elemento de linha de Minkowski
determina unicamente as transformacoes de Lorentz, isto é, nao existe transformacao in-
versivel e diferenciavel de inversa diferenciavel, um difeomorfismo, que tenha essa pro-
priedade e que nao pertenca ao grupo de Lorentz. Por tanto, escrevemos os seus elementos
como:

" =AY + b (2.10)

Sendo assim, ds? define uma geometria Lorentz invariante no espaco-tempo. Isto é, uma
forma Lorentz invariante de definir medidas em curvas, superficies, volumes e analogos em
todas as dimensoes. A menos de uma constante, absorvivel por uma mudanca das unidades
de medida de espaco, é a Unica geometria compativel com os postulados da relatividade
especial.

A métrica nos permite classificar as curvas que conectam dois pontos quaisquer do
espago-tempo, no que diz respeito ao estabelecimento da nocao de causalidade rela-
tivistica. Um axioma fundamental da fisica é que causa precede efeito. Esta nocao é
certamente afetada pela relatividade da simultaneidade proposta na relatividade especial.
Pontos separados por uma distancia tipo espago sao, em algum outro referencial inercial,
simultaneos. Desse modo, uma versao Lorentz invariante de causalidade implica que um
dado ponto ¢ s6 pode afetar o seu cone de luz do futuro J*(zx), isto é, a regiao dos
pontos que podem ser conectados por uma curva que parte de ¢ e na qual o vetor tangente

em cada ponto é nulo (Cé_Z’ ‘;—Z) = 0, ou tipo-tempo (‘é—;’, ‘é—:) > 0 e que aponta para o

dy

futuro (7,

0;) > 0. Reciprocamente, definimos o cone de luz do passado J~(zx), como
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o conjunto de todos os eventos que podem afetar x. Dizemos entao que ¢q é causalmente
desconectado de p se p & Jt(q) U J (q), o que equivale a ¢ & J*(p) U J (p), estabele-
cendo uma relacao de equivaléncia que substitui a nocao pré-relativistica de simultaneidade
absoluta. Esta condicao pode ainda ser enunciada de outra maneira: O vetor tangente em
algum ponto de qualquer curva que liga g a p é necessariamente tipo espacgo (%, é—’:) < 0.

A métrica também define um conjunto privilegiado de curvas, as geodésicas, curvas

cujos comprimentos sao estacionéarios com respeito a deformacoes das mesmas mantendo-se

fixos os pontos extremoﬂ

5
m/ﬁ — 0 (2.11)

No caso de uma geometria de métrica positiva definida, i.e. <v,v >,> 0, a geodésica
¢é a curva de menor comprimento entre dois pontos suficientemente proximos, isto é, existe
uma vizinhanga V tal que existe uma unica geodésica que liga p,q € V e esta é a curva
de menor comprimento que liga p a q. Mais ainda, sendo 7 : (a,b) — R* a curva de
menor comprimento entre dois pontos, esta é uma das geodésicas que os ligam. No caso do
espago-tempo de topologia trivial (R?) e métrica de Minkowski, as geodésicas representam
as trajetorias das particulas livres, e maximizam o comprimento da curva. As geodésicas
podem ser reparametrizadas, como qualquer outra curva regular— isto é, que admite
reparametrizagao local tal que o vetor tangente seja definido e nao se anula em nenhum

dy dy

ponto—, de modo que (E? E) = const.

Sob essas mesmas condigoes, o ponto ¢ de coordenadas (z°, 2!, 22, 23) e ¢’ de coor-

10

denadas (20, 2"', 22, 2"®) causalmente conectados sdo aqueles entre os quais existe uma

geodésica que os conecta e é tipo tempo, ou nula. O que é equivalente a:

(33'0 - :L'IO)2 o (l‘l o 33'/1)2 o (£C2 o 56/2)2 o ((L’S o Z'IB)Z >0 (2.12)

2 Seja F : C(R™) — R um funcional, a derivada funcional é definida como o funcional linear continuo %,

tal que lim._,q FO (@)+ef@)-F('(@) _ 9F f(x)dx para todo f(z) € C°(R*) da funcdes infinitamente
oy c

€

diferenciaveis de suporte compacto. A acdo de %’— em f(x), < ‘(%}f(:v) >, é denotada por [ %f(m)dx.
Continuidade significa que < %, fn(x) >— 0 se todos os f,(z) se anulam fora de algum compacto K e

sup |%fn(z)| — 0, para todo N quando n — oc.
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2.3 O espaco-tempo curvo

2.3.1 A localidade na descri¢ao da fisica

A ideia de localidade como requerimento na formulagao da fisica remete a Faraday.
De certo modo, diz que a topologia do espaco-tempo é um vinculo imposto a formulagao
de qualquer lei fisica. Localidade é o requerimento de que nao pode, a principio, haver
lei fisica relacionando observaveis em p e cuja formulacao/verificacdo nao possa ser feita
apenas com o conhecimento da informacao numa vizinhanca arbitrariamente pequena de
P.

O mecanismo através do qual a nocao de localidade é implementada na fisica é o
conceito de campo. Se um observador determina que a informacao no ponto A do espago-
tempo influencia a informacao no ponto B, ele deverd, a principio, poder constatar que A
influenciou a informacgao em cada um dos pontos de um caminho que liga A a B. Desse
modo, é necessario especificar alguma informagao em cada ponto do espago-tempo, sendo
esta especificada por um conjunto de niimeros reais (resultado de um conjunto de medigdes)
que definem um conjunto de fungées ®;(x), ¢ = 1,...N. Mais ainda, dito de uma maneira
matematica, a localidade diz que as leis fisicas relacionando o valor dos campos em p sao
formuladas através do germe dos campos em p, isto é, a classe de equivaléncia de funcoes
idénticas em alguma vizinhanca de p. Podemos ainda expressar de outra maneira a ideia de
localidade: A leis fisicas envolvendo as informagcoes em p sao funcionais nao identicamente

nulos dos campos F : & — R, com suporte em p, igualados a zero:
Fl®(z)] =0 (2.13)

Podemos assumir que os campos sao infinitamente diferenciaveis, uma vez que o grau de
diferenciabilidade do campo possivelmente nao é uma observavel fisica. Podemos assumir
que os campos tem o suporte compacto, uma vez que as condigoes no infinito assintético nao
deveriam afetar a formulacao de uma fisica local. Nesse caso, podemos definir uma nocgao
de proximidade entre os campos: duas configuracoes de um dado campo ¢;(z) e ¢o(z) sao
proximas quando sua diferenga é arbitrariamente pequena em algum sentido. Um campo
¢ arbitrariamente préximo a outro quando o sup |0;(¢1(z) — ¢2(x))| < €. Nesse caso, po-
demos assumir o que funcional é continuo limy F[®y(z)] = 0, quando uma sequéncia,

de campos @y aproxima um campo fisicamente realizavel. Pelo mesmo argumento que
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assumimos os campos infinitamente diferencidveis, podemos assumir um funcional dife-
renciavel, expandindo-se o funcional em termos de funcionais multilineares:

| B 5F O F
f@@@+éﬂ@)—0+<‘—_‘W@ﬁ>e+<5§5&ﬂ5

50(z)’ LU (2)W(y) > €+ O()

(2.14)

e observando que o funcional linear continuo mais geral com suporte em p é dado por:

M aN
N=0

concluimos que F[®(z)] é uma funcao de ®(x) e suas derivadas parciais em p, o que implica
que, sob as hipdteses acima, equagoes diferenciais parciais envolvendo derivadas dos campos
no mesmo ponto sao a unica formulacao local possivel das leis fisicas. O requerimento de

invariancia translacional das leis implica que:

F(P(z+a)) =0, paratodoa (2.16)

Observe ainda que a expansao embute o resultado de que o funcional multilinear

continuo mais geral é da forma:
B(W(x), B(y)) =< B, U(x) - d(y) > (2.17)

onde B é um funcional linear continuo— teorema de Swartz Friedlander e Joshi (1998).

A gravidade Newtoniana incorpora localidade por se formular através de campos, mas
é incompativel com a causalidade relativistica —uma mudanca na distribuicao de matéria
numa regiao instantaneamente se faz sentir em todo o universo. Mais ainda, a gravidade
newtoniana é outra teoria invariante por transformacoes de Galileu, nao de Lorentz. A
equivaléncia entre massa inercial e gravitacional, a afirmacao da universalidade da acao
da gravidade, ja conhecida e demonstrada na fisica desde Galileu, foi um dos ingredientes
na formulacao da gravidade Newtoniana. A terceira lei, da acao e reagao, juntamente
com o principio da equivaléncia, implica que a forca gravitacional sentida por um corpo
é proporcional a sua massa e a massa da fonte da forca sobre ele. A equivaléncia entre
massa gravitacional e massa inercial implica que, na vizinhanca de cada ponto de um
campo gravitacional arbitrario, existe uma transformagao de coordenadas nao Galileana
que anula, na vizinhanga desse ponto, o efeito da gravidade na mecanica, recuperando a

forma da lei de movimento na auséncia de gravidade:
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d*x
My :mig+ZF(x,- —zj) (2.18)

submetida a mudanca de coordenadas:

’ 2 (2.19)
=t
nos conduz a:
d?x'
/ /

O principio da equivaléncia foi o principio guiador de Einstein para a reformulagao
relativistica da gravitacao. Einstein elegeu o principio da equivaléncia como a regra fun-
damental a definir o efeito da gravidade sobre todas as leis fisicas, nao apenas sobre a

mecanica:

Principio da equivaléncia entre gravitacao e inércia: Na presenca de um campo
gravitacional arbitrdrio, existe uma transformacao de coordenadas V, : U — V na vizi-
nhan¢a U de cada ponto x que recupera, em x, a forma das leis no referencial inercial na
auséncia de gravidade.

Vemos aqui a emergéncia de um novo paradigma: Por um lado, uma classe particular
de referenciais ¢é privilegiada, os localmente inerciais, nos quais a forma das leis fisicas é
pré-estabelecida. Por outro lado, a diferenca crucial € a inexisténcia, em geral, de referencial
global privilegiado. Ou seja, a impossibilidade de, em geral, recobrir o espago-tempo M
por tais sistemas de coordenadas ¥, : U, C M — V C R* de tal modo que se U, NU, # 0,
entao W, 'oW, = Id. Os referenciais inerciais de Newton sao substituidos pelos referencias
inerciais locais de Einstein. A classe de transformacoes de coordenadas considerada, que
era restrita tanto na fisica Newtoniana, como na relatividade especial, passa a incluir todos
os difeomorfismos locais possiveis.

Isso nos leva naturalmente ao conceito de variedade topoldgica diferencidvel de
dimensao N:

Variedade topoldgica diferenciavel de dimensao N é um conjunto M mais uma familia

de aplicacoes biunivocas ¥, : U, — RV tais que:
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Cada ¥, (U,) é um aberto de RY

Uozua = M

Se U, NUz # 0, entdo ¥, o \I/E1 c WUy NUp) — Yg(U, NUB) ¢ diferenciavel (C™)

e inversivel, isto é, um difeomorfismo.

A familia ¥ = {(U,, V,)}, chamada atlas de coordenadas, é maximal com respeito
as condigbes anteriores, ou seja, qualquer outra familia & = {(V,,®,)} cuja uniao

com V¥ ainda satisfaga as condigoes anteriores, é subconjunto de W.

Dizemos entao que o conjunto ¥ define uma estrutura diferencidvel no espaco
topoldégico M. A estrutura diferenciavel nos permite estender nocoes previamente definidas
no R™, como o espago tangente em cada ponto, a um espago mais geral. Um resultado
fundamental na caracterizagao das variedades é o teorema de Whitney do Carmo (2005)
do Carmo| (1992a)) que diz que toda variedade é uma superficie regular de um espago R"
de dimensionalidade suficientemente elevada. Onde superficie regular de dimensao k£ é um
subconjunto S do R™ tal que todo ponto de S admite uma vizinhanga V e um difeomorfismo
¢:V — U CR"onde U é um aberto do R tal que p(VNS) =UN{2' =0;i > k}. Uma
variedade Riemanniana é uma variedade com uma métrica positiva definida em cada
ponto. Uma variedade Riemanniana sempre pode ser mergulhada isometricamente no
R™, isto é, identificada com uma superficie regular do R", S, através do mapa ¢ : M — S,
satisfazendo < u,v >,=< di,(u), dipy(v) >y

Poderiamos nos perguntar qual, segundo o principio da equivaléncia, ¢ a forma mais
geral de codificar a informacgao sobre o campo gravitacional. Para tal, consideremos a
trajetéria de uma particula em queda livre. Segundo o principio, no referencial inercial, a
equacao da queda livre equivale a equacao da particula livre:

d?a*
dt?

=0 (2.21)
Ou, a mesma equacao escrita na forma Lorentz invariante:

Azt

ds?

=0, ds*=n,drt'dx” (2.22)

Num sistema de coordenadas arbitrario, esta equacao se escreve:
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d ([ dz" 9z
( O d7° dz (2.23)

— (== 1] =0, ds*= —
ds \ ds? 85“) T e P
Estas equagoes se reduzem a:

d*z+ e 47 dz’

Tz gy g =0 48" = gapdzd” (2:24)
onde
ozt O
oo
Yos = o5 dwoon? (2.25)

E possivel mostrar que a relagao entre g,s € F’;/B ¢é dada por:

1 T
FZ,B - 59” (0agrs + Osgar — Orgap) (2.26)

sendo g*? definido pela condi¢io g*"g,5 = 03

Esta ¢ a equagao da geodésica numa métrica arbitraria g.s, sendo I‘ZB os sitmbolos
de Christoffel. Somos levados a notavel conclusao de que a gravidade é codificada numa
deformagao da métrica. Elegemos entao a métrica ao status de campo fisico, determinado
pela distribuicao de matéria. Um campo cuja existéncia e estrutura é consequéncia logica
do principio da equivaléncia. No referencial localmente inercial em x, esta métrica deve
entao assumir a forma da métrica de Minkowski, e os simbolos de Christofell devem se
anular em .

A maneira mais elegante de implementar o principio da equivaléncia é através do
principio da covaridncia geral: Um sistema de equacoes diferenciais parciais ex-

pressando uma lei fisica num conjunto de campos é valido na presenca da gravidade se:

1. O sistema depende de g.s e I',; de tal modo que quando gas = 7as e Iy = 0
as equagoes se reduzem a forma prescrita pela relatividade especial no referencial

inercial e na auséncia de gravidade.

2. As equacoes sao geralmente covariantes, isto é, mantém a mesma forma quando

expressas em sistemas de coordenadas locais arbitrarios.
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2.3.2 A formulacao tensorial

A covariancia geral é reflexo da inexisténcia de referencial privilegiado no que diz res-
peito a consideracoes sobre leis fisicas envolvendo mais que um ponto, ou seja, o reque-
rimento de que todos os sistemas de coordenadas locais (Uy, V) sejam equivalentes no
que diz respeito a forma das leis fisicas sobre a vizinhanca U,. Numa teoria local, que,
por conseguinte, envolve o conceito de campo, isso é atingido através da nogao de campo
tensorial.

Um tensor é um funcional linear no espaco produto de N cépias do espaco vetorial V:

T:Vx---VxV-—-R (2.27)
—_———
N

tendo o espaco-tempo M estrutura de variedade diferenciavel, existe em cada ponto um
espago vetorial dado pelo espago tangente 7, M, bem como o espaco dual T, M*, dos
funcionais lineares no espaco tangente em p.
Os funcionais multilineares do tipo
T:T,M - XT M XT M- xT,M—=R (2.28)

-~ -~
T S

definem o espaco vetorial 7 (p) dos tensores do tipo (r,s) em p. Segue da definigdo que
T (p) = @ TyM &° T, M*. Dizemos que estes tensores tem r indices contravariantes
e s indices covariantes.

Dado um sistema de coordenadas locais denotado por x*, u = 1,...,n, escolhemos

entao uma base coordenada 0,, i1 = 1, ...,n, das derivadas parciais em p, para o espaco

p
tangente T,,M e a base dual dz#, p = 1,...,n, definida por (dz*,0,) = é*,, para T,M*.
p p p
Aqui, (9, X) denota a agdo do funcional n € T, M* no vetor X € T, M. Definimos entao
uma base em 7. (p) por:

Opy @0y -+ - ® 0, @dz™ @daz™ - - @ dx". (2.29)
p p p

p p p

A escolha de um tensor do tipo (r, s) em cada ponto p € M de modo diferenciavel, isto
é, cujos componentes numa base coordenada sdo C*, define um campo tensorial T (M).
Campos tensoriais sao entao objetos definidos na variedade e que induzem uma repre-

sentagao em cada sistema de coordenadas locais (Uy, ¥, ):

T=T7"%(2")0,®0; @ d' @da™-- @ da" (2.30)

Im-n
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Observe que temos ainda a possibilidade de definir uma base nao-coordenada X;,
i = 1,..., N para o espaco tangente e a respectiva base dual X* satisfazendo X*(X;) = o%. A
base nao-coordenada nao satisfaz X; = 0; para todo i e algum sistema local de coordenadas
2. A caracterizacao da base coordenada é feita pelo teorema de Frobenius de Felice e
Clarke| (1990): Uma base é coordenada se e somente se [X;, X;| = 0.

A transigio entre coordenadas locais Wo oWyt : Ws(Uy NUz) — (U NUs), doravante
denotada apenas por z — Z, induz uma regra de transformacao para os componentes dos

tensores entre os diversos sistemas de coordenadas:

o or' o  oz* O0x¢ Ox? Ox®

ab---c
R R = =R Eanle...f(g;u) (2.31)

A regra de transformacao para uma transformacao X; — X ; entre bases nao-coordenadas

¢é dada pela regra acima com a matriz da mudanca de base <I>§, X = <I>§Xk, no lugar de

oz
oxe

Podemos ainda expressar a medida de integragao em termos das diferenciais:

/fdml/\da:Q/\---/\de:/dea: (2.32)
onde dz' Adx? A--- Ada é o produto antissimetrizado das diferenciais, isto é, um tensor
TY(M) totalmente antissimétrico. A totalidade desses constitui o espaco vetorial das
N-formas Qn(M).

Escrito dessa forma, a regra de transformacao tensorial induz a regra de transformacao
da medida d¥x = |% |dN 2, sob a hipdtese do determinante da diferencial da transformacao
de coordenas ser positivo. Recobrir a variedade M por um sistema de coordenadas tal
que este determinante seja sempre positivo, quando possivel, define uma orientacao. A
notagao acima é 1til, pois nos leva a uma regra para induzir uma medida em subvariedades:
toda k—forma w em M induz uma medida nas subvariedades S de dimensao k < dim(M),
pois o mapa coordenado local, ¢ : VNS — U, sendo U um aberto de R¥ ¢ ¥V um aberto
de M, induz em Y uma k-forma w’ dada por w'(vy,...,v5) = w(dp(v1), ..., do~ (vg)) =
dsw(vy, ..., v;). A regra ¢, 1 w — W' é chamada de push-forward e sua defini¢io é
extensivel a todos os tensores: Dado ¢ : M — AN um difeomorfismo, primeiro definimos

bs : THM) — T3H(N) dado por:

(0. X)(0(p)) = dp(X(p)) (2.33)
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em seguida ¢, : TX(M) — TP (N) dado n € Q(M) e v € T,M:

((¢*77)¢(p)av) = (vad(b;l(v)) (2.34)

e para para tensores em geral, definimos ¢, : T/ (M) — T (N):

(¢*T>¢(p)<n17 M Uy et 7US> - T(¢*n17 ) ¢*7]r7 Qb*Ul, Ty ¢*/US> (235)

onde ¢* ¢é a inversa de ¢,, conhecida como pull-back.

Para definir a integral em S, podemos usar uma partigao da unidade ¥, isto é, uma
colecao de funcgoes C*°, denotadas v, que se anulam fora de um dado compacto K dentro
de cada vizinhanca coordenada V,, coberta por um mapa ¢, : ¥V — RF descrita por
coordenadas z*,, de tal modo que cada ponto p de M admite uma vizinhanga no qual
apenas um nimero finito de fungdes ¢, é diferente de zero e > ¢ = 1.

Definimos entao a integral de uma fungao f na variedade M com respeito a medida

w € Qn(M):
/Mfw=2/f-%-¢a*w (2.36)

onde a integral a direita é feita conforme
Outra maneira seria definir outro sistema de vizinhancas coordenadas U] = Uy, Uy =
Uy — Uy NUy, Uy = Us —Us NUy — Us N Us,... todos disjuntos e somar as integrais no
interior-maior subconjunto aberto— de cada U.:
> / Guf - w (2.37)
o JintU})
Toda k-forma, num sistema local de coordenadas %, pode ser escrita da forma
Wa. AT N LA dz? . (2.38)
—_—
k

introduzimos entao a derivada exterior d : Qp(M) — Q1 (M):
dw = Oywq.. pdz® Ndx™ A ... A dz” (2.39)

Usando essa notac¢ao, enunciamos o teorema de Stokes:

/de:/mw (2.40)
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onde 0f) é a fronteira de uma variedade compacta orientada €2 cuja orientagao é induzida
de €. Isto é, todo ponto p de 0f2 adimite um vizinhanca U/ e um mapa ¢ : Y — V C
R* tal que ¢(U N (QUIN)) = VN {zF > 0} e é(p) = 0, sendo ¢ restrito a U N
compativel com a orientacao de Q e ¢ restrito a U N I compativel com a orientacao de
0€). Compatibilidade de um mapa ¢ com a orientacao de M significa que o determinante
da transicao de coordenadas entre ¢ e qualquer um dos mapas que definem a orientacao
de M é positivo.

Do teorema de Stokes, deduzimos o teorema de Gauss:

/ Zpidml/\--.AJ:Zi---Ade:/P{idxl/\.../\de (2.41)
o, Q

onde o termo da? é omitido.

A métrica é o exemplo imediato de campo tensorial correspondente a uma observavel
fisica (no sentido de, num dado sistema de coordenadas e em cada ponto, ser unicamente
determinado pela observacao de trajetotias de particulas teste, veja andlise na paginas
60-61 de Hawking e Ellis| (1973))). Os campos de vetores tangentes sao identificados com
os campos tensoriais contravariantes 7j (M). Na literatura fisica, entretanto, mais im-
portante que a interpretacao geométrica é a regra de transformacao desses objetos. A
covariancia geral é entao implementada escrevendo-se o sistema de equacgoes diferenciais
da forma:

T3 (9ap, ¥ (x), @(2)30, ) = 0 (2.42)

TU...W)

Cada Tgﬁg‘_’_‘f é uma equacao diferencial parcial nos campos cuja regra de transformagao
é tensorial. A regra de transformacao 2.31] assegura que as equagoes sao validas num
dado sistema de coordenadas se, e somente se, forem validas em qualquer outro sob a
mesma forma. Vale frisar que a covariancia geral nao é uma lei fisica, e sim uma escolha
arbitraria de formulagao. Doravante, usaremos a expressao tensor, ao invés de campo
tensorial.

A mais simples equagao diferencial parcial envolvendo um tensor 9,4 = 0 é incom-
pativel com o requerimento de covariancia geral. A derivada parcial nao preserva a natureza

tensorial:

H =03 B 78 b 9278
ox (Gx a) 0zt 0T dxt 0T oo (2.43)

7%\ 52" ) = o 0w Y T 57 grroee
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A derivada parcial 9, usual é completamente definida por um conjunto de propriedades
algébricas: a linearidade 0,(f + ¢) = 0,(f) + 0,(g); a regra de Liebniz 0,(fg) = (0,f)g +
f(0.9); e a propriedade 0,2” = §!. Definimos entdo a derivada covariante VyY,
X,Y € X(M), por propriedades andlogas, mais o requerimento de preservar a natureza

tensorial:
1. VxY é um tensor em X: Vyy,,zY = fVxY + gV ;Y onde f,g € C®(M)
2. VxY élinear em Y: Vx(aY + 5Z2) =aVxY + VzY, onde a, 8 € R
3. VxY obedece a regra de Liebniz em Y: Vx fY = X#0,fY + fVxY, f € C®(M)

Observe que esse conjunto de propriedades é independente da escolha de uma base. A regra
V:iAXWM)x X(M)— X(M) é chamada de conexdo. Escolhendo uma base em cada
T,M de maneira suave (C*°), definimos uma base em X'(M) denotada X,, 7 =1,..,N, a

derivada covariante é entao expressa nessa base por:

Veox, 1’ X3) = (2 Xoy®) X5 + 29V X
’ ’ ’ (2.44)
= (X)X, + xayﬁF;BXT

Dado um sistema de coordenadas locais, escolhamos a base coordenada correspondente

para o espaco tangente X, = Oq, entao se escreve como:
Veo,y 05 = (1%0,y" + xayﬁF;/g)@T (2.45)

donde concluimos a regra de transformacao tensorial com respeito ao indice 7 da inde-
pendéncia do conceito de derivada com respeito a escolha de base e da regra de trans-
formagao covariante da base 0,. Identicamente, a regra de transformacao tensorial em «
decorre da propriedade (1).

A derivada covariante pode ser estendida a todo campo tensorial 7 (M):
1. Se T' é um tensor do tipo 7] (M), VI é um tensor do tipo 7, (M)

2. V ¢ linear e comuta com as contragoes: V(A'B;) = (VA)'B; + A (VB);
3. V obedece a regra de Leibniz: V(T ®@ R) = (VT) @ R+ T ® (VR)

4. Vf =df para f € C(M)
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onde as propriedades acima contém as anteriores como caso particular, considerando-se

adicionalmente (2) temos que:

Vxes, Agda’ = (X0aAs — X°T 4A,) da’ (2.46)
Doravante, empregaremos a notacao 7, gjf UVT para os componentes da derivada covari-
ante V XTTGO;? X ® ... ® X7, Concluimos das propriedades acima que:
af B B B
Tep...gp = Tepm; + FzTTngm; +.. - FﬁTTg"pmJ (2.47)

onde Teof UVT denota 0,7, (f‘f .

A especificacao de uma regra de derivagao covariante define uma regra de transporte
de vetores ao longo de uma curva y(¢). Um campo vetorial V() ao longo de v é parale-
lamente transportado se:

onde V4, B ¢ definido através de qualquer extensao do campo vetorial dvd—gt) para alguma
dt

vizinhanca da curva «. Isto define um mapa linear entre os espacos tangentes 1) M e

Ty(:,)M dependente do caminho () : (¢;,ty) — M:
Py(0), b, t)V (1) = V(ty) (2.49)

reciprocamente, a derivada covariante pode ser reescrita através do transporte paralelo

associado:

1
LT(v(t) = lim —{T% X (y(t; + 0D (v, tinti + 0) Xy @ .. @DV, 8t 4+ 6t) X7
VT 00) = Jim g AT Ot ST bt 4 8) Ko @ - @T bt +38) KO

— T X)) X, ® .. X7}
v(ti) v(ts)

(2.50)

onde X, e )%' ; sao uma base no espaco tangente e cotangente em 7', ;)M respectivamente.
)
Deduzimos a regra de transformagao dos simbolos I'y 5 = g7 (Vx,Xp, X,), 0s coefici-
entes da conexao pelas propriedades (1), (2) e (3):
— 0T 9 927 N o™ %™
0 oxm oz oz " oo 9z 0T°

Numa teoria em que é vélido o principio da equivaléncia, I'} 5 deve se anular em cada

(2.51)

ponto sob uma conveniente transformacgao de coordenadas adaptada ao ponto em questao.

Portanto:

15 =T%, (2.52)
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Isso se deve ao fato de que I'}5 — I'z,, por [2.51} é um tensor, que, portanto, ¢ iden-
ticamente nulo se se anular em qualquer sistema de coodenadas. A conexao satisfazendo
essa propriedade ¢ dita simétrica. Uma vez sabido que I'} ; é identicamente zero em p
para algum sistema de coordenadas local, no qual a métrica ¢ dada por 7,5 no mesmo
ponto, a diferencial da mudanca de coordenadas entre o referencial localmente inercial e o
referencial laboratorio determina I'7 5 por m

Uma maneira mais conveniente é observar que no referencial localmente inercial:
0,(X,Y)=(0,X,)Y)+(X,0,Y), X,YeXM) (2.53)

que se escreve de modo geralmente covariante da forma:

Vi (90pX*XP) = 9asV, (XY) XP + 905XV, (X7) (2.54)

empregamos aqui a notacao de Einstein de soma de indices repetidos. A equacao [2.54
equivale entao a equacao:

Vigas =0 (2.55)

que juntamente com o requerimento de simetria da conexao determina unicamente os

coeficientes da conexao:

1 T
Lap = 59" (0agrs + Osgar — 0rgas) (2.56)

a conexao acima é chamada de conexao de Lewvi-Civita, onde mais uma vez recuperamos
os simbolos de Christoffel 2.26]

O transporte associado a métrica é dito paralelo devido ao fato de que, ao mergulhar
isometricamente uma variedade M num espaco euclidiano R", cada ponto p de cada curva
v(t) admite uma vizinhanca V tal que existe uma superficie plana (isométrica ao plano)
que contém a curva em V e cujo espago tangente em cada ponto y(t) € V é paralelo ao
espago tangente de M em 7(t). Nesta situacao, a derivada covariante é a derivada usual
projetada no plano tangente. O transporte paralelo no plano é, portanto, o mesmo que o
da superficie. Mas o plano adimite um sistema de coordenadas tal que %ﬁt) = 0, isto é,
um campo vetorial constituido de vetores paralelos ao longo de uma curva.

Nessa formulagao, a geodésica é a curva tal que o vetor tangente em cada ponto é

paralelamente transportado:

D — vy e), 1, ) (257)
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observe que a definicao acima é dependente da parametrizacao da curva. Quando a para-

metrizagao é tal que ¢ valida, a mesma ¢ dita afim.

2.3.3 As equacoes de campo

Uma vez tendo promovido a métrica ao status de campo fisico, necessitamos de uma
lei fisica local que a determine, isto é, uma equacao de campo. O principio da equivaléncia
nada nos diz sobre a forma da equagao de campo, apenas nos diz sobre como a gravidade
afeta a dinamica dos sistemas fisicos. A equacao é entao postulada através de um conjunto
de requerimentos: localidade; covariancia geral e limite newtoniano, ou seja, as equacoes
linearizadas em hqg, onde gag = Nap + hag, se reduzem a equagao de Poisson no limite de
campo fraco, i.e. |hag| << 1, estaciondrio, i.e. %hag = 0 e velocidades nao relativisticas
V<< c:

A® = 47Gp (2.58)

O limite acima é obtido da equacao da geodésica:

Azt u dz® dx”?
+ -
ds? B ds ds

2 272 dat _ i i 1,ijhoo _ _ 10hoo(x).
fazendo ds® = c*dt*, = =0,i=1,.3 e ')y = 317 3% = — 5=~

P21 Dho(r) de® da®
dz92 2 9t dt dt
a0
dt?

=0

O que nos conduz ao limite de campo fraco

onde ®(z) é o potencial Newtoniano.

Primeiramente, consideremos que, no referencial localmente inercial, o campo gravita-
cional depende da densidade de energia de um conjunto de particulas em repouso. Um
gas de particulas com pressao nula e sem graus de liberdade internas, por exemplo, é,
localmente e neste referencial, completamente descrito por sua densidade de energia p,
e por isso, nenhuma informacao adicional pode entao influenciar o campo gravitacional.

Num referencial em movimento uniforme em relacao a este, esta mesma distribuicao de



46 Capitulo 2. A estrutura cldssica do espago-tempo e matéria

matéria apresentara fluxo de energia, densidade de momento nao nula e fluxo de momento
em correspondéncia biunivoca com a densidade de energia no referencial anterior. No re-
ferencial Lorentz transformado, concluimos, portanto, que o campo gravitacional depende
nao apenas da densidade de energia, mas também da densidade de momento e do fluxo
dessas quantidades, uma vez que estas tltimas sao completamente definidas pela densidade
de energia no primeiro referencial, que por hipdtese determina o campo gravitacional. Em
outras palavras, a invariancia local de Lorentz nos leva a considerar nao apenas a densidade
de energia como fonte do campo gravitacional.

A situagao acima sugere que estas quantidades (densidade de energia, momento e o
fluxo destas) transformam-se conjuntamente via transformacgoes de Lorentz. De fato, elas
determinam o tensor energia-momento, que para um dado conjunto de particulas se

escreve:

=3 [ s i =3 [ sanas o

dxt

75> onde s é compri-

donde deduzimos da definicao de quadrimomento relativistico p* = m<&
mento relativisticamente invariante da linha de mundo descrita pela particula, bem como de
sua regra de transformacao contravariante e da invariancia da delta de Dirac— consequéncia
da invariancia do elemento de quadrivolume d*z por transformacoes de Lorentz—, a regra

de transformagao do tensor energia-momento:
B = A", NP, T (2.61)

Assumindo esta como uma definicdo no referencial localmente inercial e promovendo
ao status de tensor por transformacoes gerais de coordenadas, nao apenas de Lorentz, este
é um tensor bem definido.

O Tensor energia-momento satisfaz ainda, sob a hipotese de conservacao do qua-

drimomento total, a lei de conservacao:
03T =0 (2.62)
que se estende de pelo principio da covariancia geral da forma:

T .5=0 (2.63)
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O raciocinio acima nos leva a uma equacao da foma:
GP = kTP (2.64)

no qual G* deve ser um tensor com dependéncia local em g, simétrico e conservado
no sentido G*?.5 = 0. A equagdo de Poisson sugere uma equagao diferencial parcial de
segunda ordem no campo. Mais ainda, nao existe tensor que possa ser construido apenas
da métrica e de suas derivadas primeiras que nao seja funcao apenas do tensor métrico
em si, nao de suas derivadas. Isso porque sempre existe uma mudanca de coordenadas
em torno de p tal que gog = Nap € Ougap = 0 em p. De fato, construimos esse sistema
de coordenadas através das geodésicas que partem de p com vetor tangente dentro de um
dada vizinhanca V da origem do espacgo tangente em p e sao definidas para valores do seu
pardmetro afim X\ € (—1,1). Associamos a cada v € T, M o ponto exp,(v) = v(1,v, p),

=v € Vey(\) =p. Este é chamado

onde (A, v, p) é a geodésica que satisfaz H(vp) (3/\”’17) ‘)\:)\0

mapa exponencial: exp : V C T,M — M. Uma vez que as geodésicas que emanam
de um mesmo ponto de um espaco curvo podem se encontrar, esta correspondéncia nao
se estende necessariamente de maneira inversivel a todo espaco tangente, mas podemos
garantir pelo teorema da funcgao inversa que sempre existe uma vizinhanca em torno da
origem tal que o mapa exponencial define um difeomorfismo. A equacao da geodésica nesse
sistema de coordenadas se escreve como

d?xt

ds?

=0 (2.65)

o que implica Fgﬁ = 0 e consequentemente 0,,g,5 = 0.

A construcao de tensores com as propriedades de G’ pode se dar por intermédio de
funcionais diferencidveis invariantes por transformacoes gerais de coordenadas. Dado um
campo vetorial £* diferenciavel, definimos uma familia de um parametro de transformacoes
que se escreve da forma T# = z# + € - £* + O(€?). Supondo ainda que ¢ se anula fora de

algum compacto K, a invariancia do funcional S se escreve como:

Ox® OzP

05 = S8l o 5= 9a6((T))] = Slguw ()] = 0, (2.66)

da diferenciabilidade decorre que

0S 1 68
0S = Legos Y- €+ O(€ :/(— )E Wi/ —gdiz e+ O(e? 2.67
(5 e ) e+ 0 = [ (5 ) Leton=3 @ @
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na expressao acima, L¢gqp ¢ a chamada derivada de Lie:

.1 (002" _ _
Legos =ty 2 { 55 2 gun(o() ~ gl } (268
que se reduz a
'C&gaﬁ = gugaﬁ,u + guﬂéu,a + gauéu”@ =&aptEap = f(a;g) (2.69)

sendo a regra £* — &, dada por {g = g,5§*. Escrevendo a integral em em termos
da medida \/—gd*z, invariante por transformacoes gerais de coordenas e igual a d*z em p
no referencial localmente inercial em p, asseguramos a regra de transformacao tensorial da
i af _ 1308
quantidade T = 773003 dada a natureza escalar de S.
Temos entao que:

8S = / T ¢ g/ —gd'x - € + O(€%)
— ( / (TP¢,).p7/—gd*a — / To‘ﬁ;gga\/—_gd4x) e+ O(2)

— 1B
:( \/1__95(\/2; ga)\/—_gd%—/To‘ﬁ;gfa\/—_gd“x) e+ 0()

Aplicando o teorema de Gauss fQ Pt dre = fm P*do,,, mais o fato de £ = 0 fora de

algum compacto K e fazendo 65 = 0 em primeira ordem em e:

/ T 5é0n/—gd*z = 0 (2.70)

Pela arbitrariedade de £ e simetria de {(,,3) nos indices o e 3, temos que:

jos_ L3S
V_gégcxﬂ

(2.71)

¢ um tensor simétrico conservado.
Reciprocamente, podemos reconstruir o funcional pela condigao inicial S[0] = 0 dado

T°5(2)[g,w] satisfazendo
5ygT™ 5y =gT™

O a 0Gap

(2.72)

que equivale a
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De fato, dada uma familia de um parametro g, (z) tal que g}, (z) = g (), defina:
Slgas) = / d\ / = d%ZT“B dgaﬂ( il (2.73)
22 A

. N . . e A o~
A independéncia de[2.73| com respeito a familia g segue da condigao[2.72, como podemos
constatar variando o caminho, mantendo-se fixo os extremos e aplicando [2.72]

Invertendo a ordem das integrais acima, e assumindo 7% uma funcéo local em Guvs

reescrevemos o funcional na forma:

5= / Llgasly/—gd' (2.74)

onde £ é um escalar construido como funcao local da métrica.

O requerimento de que sistemas de equagoes diferenciais locais nos campos sao de-

rivaveis por funcionais da forma [2.74] através do requerlmento 22 = ( para algum L,

escalar e fungao local dos campos envolvidos no processo fisico, é um postulado na fisica.
Tais funcionais definem a acao dos campos e L a densidade lagrangiana. Podemos
usar esse postulado para definir o tensor energia-momento associado a um conjunto de

campos a partir de uma acao compativel com o principio da covariancia geral:

Sur = [ L0030 T5:6.00)V g% (2.75)
sendo ¢ um campo tensorial. As equagoes da dinamica sao postuladas da forma:
0Sn
M 2.
5% 0 (2.76)

Estas equacoes sao automaticamente tensoriais. E nos levam a uma definicao para o
tensor energia-momento dos campos:

op 1 0Sy
M \/_g(sgaﬁ

Conforme dito, para construir £[g,s], necessitamos considerar termos além da derivada

(2.77)

de primeira ordem, de modo a produzir um escalar nao trivial, isto é, nao constante. Para

produzir uma equagao de segunda ordem, £ deve ser tal que £ = L(gag, Ogas, 0%gas) €

oL
_ aﬂvu(
=w Gop) (2.78)
a(auugaﬂ> ’
conforme deduzimos das equacoes de Fuler-lagrange:
05 oL oL oL

- et O =10 2.79
5ga,8 agaﬂ Ma(augaﬂ) a a(a;wgaﬁ) ( )
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O que resulta numa acao da forma:
5= [ Gloas.dgus)vatte+ [t L0 e s
de modo que:
5= [ Glaus0gui=ad's + [ 2 (o) 2 =g d'a
Ox OxH
_/i (waﬂvu(g)\/__g) %d‘lx

ox? OxH
onde o segundo termo acima se reduz a uma integral na fronteira 9 que se anula para
variagoes de g3 de suporte compacto, produzindo uma agao invariante por transformacoes

gerais de coordenadas que depende efetivamente das derivadas até primeira ordem.

8 Jap

soroor em[2.80)se reduz a uma

No referencial localmente inercial em p, o termo w**#(g)

combinacao linear a coeficientes constantes. Esta condi¢ao implica na existéncia de um

unico escalar R, a menos de uma constante multiplicativa, o escalar de curvatura:

R=g"R.s (2.81)
onde
Raos RZW (2.82)
é o tensor de Ricct, e
org, org,

Ry = 500 = = A TR, — T TG, (2.83)

é tensor de curvatura de Riemann-Christoffel
As equagoes de campo da matéria mais campo gravitacional sao portando postuladas

pelo requerimento de que a seguinte acao seja estacionaria:

1
S = /—R\/—gd‘lx—i-/ﬁM\/—gd‘lx (2.84)
K
onde x é fixado pelo limite de campo fraco [2.59| reproduzindo a equagao de Poisson [2.58

como sendo 87, produzindo as equacoes de Einstein:

G8 = 8nGT™8
] (2.85)
R — §Rgaﬂ = 87 GT*P
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onde G*Y é o tensor de Einstein.

O requerimento de linearidade com respeito as derivadas de segunda ordem no referen-
cial localmente inercial, juntamente com a simetria e conservacao do tensor de Einstein,
sao suficientes para alternativamente levar as equagoes de Einstein de modo tnico. Tal
linearidade pode ser justificada pela invariancia de escala. De fato, G, deve ter dimensao
de comprimento elevado a menos dois, L~2. Supondo ainda que seja analitico nas deriva-
das de g, decorre que nao deve haver nenhuma constante dimensional (com dimensao de
comprimento elevado a alguma poténcia) que multiplique um monémio nas derivadas da
métrica. Os tinicos monomios de dimensao L~? associados a derivadas de ordem segunda
sao lineares.

O tensor de Riemann esta intimamente relacionado ao conceito de transporte paralelo.
Dado um vetor u, em p, as curvas integrais associadas a dois campos vetoriais X e Y,
podemos transportar u, ao longo de 7;(t), a curva que passa por p e cujo vetor tangente
em cada ponto é X (71(t)), entre ty e t; = tg + dt e em seguida transportar ao logo da
curva integral v(s), a curva que passa por 7;(t;) e cujo vetor tangente em cada ponto é

Y (72(s)), entre so e s; = s¢ + ds, obtendo o vetor.

uxy = I'(s9,51,72) © P(toytb’h)up (2.86)

Reciprocamente, podemos transportar u, através a curva v;(t), a curva que passa por
p e cujo vetor tangente em cada ponto é Y (v(t)), entre ty e t; = tg + dt e em seguida
transportar ao longo de 74, a curva que passa por 74(t1) e cujo vetor tangente em cada

ponto é Y (74(s)), entre sg e s1 = 5o + ds, obtendo o vetor:

Uy x = F(S()a Sla,}é) o F(toatla’yi)up (287)

A diferenca entre esses vetores é:
Uxy — Uy x = RE‘WX“Y”uﬁea(St(SS + O(5t?,65%) (2.88)

onde X* e Y” sdo os componentes de X e Y na base eg, donde concluimos que Rj,, é um
tensor, visto que uxy — uyx € um vetor e da regra de transformacao dos componentes de
X,Y e u,. Donde concluimos que o transporte paralelo ¢ independente da trajetéria se e
somente se

RS, =0 (2.89)
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No referencial localmente inercial, podemos eleger uma base X;, i = 1,...,N para o
P
espaco tangente em p, de tal modo que < X;, X; >,= n;,. Transportando esta base
P p
paralelamente para todos os pontos de uma vizinhanca ) de p obtemos um conjunto

campo vetoriais X; tais que
[Xi, X]] - VXin - VXin = 0 (290)

que pelo teorema de Frobenius implica na integrabilidade local do sistema de coordenadas
tal que gop = Nag, isto é, X; = 0;. O que nos leva a famosa conclusao de que, na presenga
de matéria, nao existe sistema de coordenadas tal que g,s = 7.8 em todos os pontos de
uma dada vizinhanca, ou, equivalentemente, o espaco-tempo é curvo.

Por fim, o tensor de Riemann possui as seguintes simetrias:

Riji = —Rijuk (2.91)
Riju = — Ry (2.92)
Riji = Ry (2.93)
Riji + Riji + Ry = 0 (2.94)

e a tdentidade de Bianchi, da qual se deduz a conservacao do tensor de Einstein:
Rijkiom + Rijmig + Rijimge = 0 (2.95)

das simetrias resultam que existem 20 componentes independentes no tensor de Riemann

em quatro dimensoes.



Capitulo 3

Cosmologia inflacionaria

3.1 Introducao

Conforme dito, a formulacao local da fisica classica é implementada através do con-
ceito de campo, enquanto leis fisicas locais sao equacoes diferenciais parciais envolvendo
derivadas no mesmo ponto. H&a ainda outro requerimento na estrutura dessas equacoes:
o cardter hiperbolico, isto é, a possibilidade de formular localmente, ou seja, na vizi-
nhanca de cada ponto p, o problema de valor inicial em funcao da informacao definida na
hipersuperficie que passa por p.

Uma vez que o ponto de partida do problema cosmoldgico é a determinacao do mais re-
levante dos campos: g,,, 0 campo gravitacional, necessitamos de um conjunto de condigoes
adicionais, juntamente com as equacoes de Einstein, para determiné-lo. E nesse ponto que
a cosmologia se distingue do resto da fisica, pois nao podemos preparar um estado inicial
para o universo e evolui-lo via equacoes de campo. Postular as condigoes iniciais do uni-
verso faz parte do problema cosmolégico. O principio cosmoldgico é historicamente a
primeira hipétese neste sentido, formulada por Einstein como hipétese simplificadora das
equagoes de campo, e, surpreendentemente, uma ideia bem sucedida diante da evideéncia
observacional da astronomia moderna.

Comecaremos aqui, com base em conceitos, resultados e terminologias desenvolvidos
no capitulo anterior, uma descricao do universo a partir do principio cosmolégico. A
principio, esta é uma premissa que nao se poderia esperar explicar a partir do modelo.
Mas a inflacao absorve o principio cosmolégico como consequéncia da tentativa de resol-
ver o principal problema do Big Bang Padrao: a impossibilidade de origem causal para o

padrao de perturbacgoes de densidade que da origem ao universo observado. As referéncias
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para esse capitulo sao: Weinberg| (2008)), Padmanabhan| (1996)), Mukhanov| (2005),Mukha-
nov, (2007), [Peter e Uzan (2009), Kolb e Turner | (1994), Lyth e Riotto (1999), Linde
(2008)), Brandenberger| (1998)), [Brandenberger| (1999)), Brandenberger| (2001)), Brandenber-
ger| (2002), Brandenberger| (2008)), [Liddle| (1999)

3.2 A cosmologia de Friedmann-Robertson-Walker e seus problemas

conceituais

O principio cosmolégico diz que existe um tempo césmico ¢, determinado por um con-
junto de observadores em queda livre com relégios sincronizados, e que observam um
universo que parece o mesmo, no que diz respeito ao campo gravitacional médio, para
cada observador, quando visto em qualquer direcao.

Num espaco-tempo curvo, um observador A que envia um sinal luminoso no instante ¢,
do seu tempo préprio, sinal que é refletido num dado ponto p infinitesimalmente proximo
e recebido de volta por A no instante t, determina a relacao de simultaneidade entre p e

%. A possibilidade de sincronizacao de reldgios

a posicao do observador A no instante
ao longo de curvas fechadas na hipersuperficie ¢ = 0, e consequente extensao do critério
anterior para separacoes nao infinitesimais, necessita gos = 0, 0 que nos leva a uma métrica
da forma:

ds® = dt? — ~;dxida’ 3.1
Yij

0

De fato, num sistema de coordenadas (2%, z') a luz viaja ao longo das geodésicas nulas

conectando pontos vizinhos e tal modo que:

ds® = goo(dz®)? + 2gopda’da”® + g;;dx'da’ =0 (3.2)
resolvendo para dz°:
1 , T
dwO(l) = — {_QOid$Z — \/(QOiQOj - QOjgoo)dﬂdﬂ} (3-3)
goo
1 , ..
da®® = = {—gmdﬂfl + \/(gOigﬂj - QOjgoo)dxzdx]} (3.4)
goo

de modo que o ponto de coordenadas (z° + Axz®, z' + dz*) é simultaneo com (2°; z*), onde:

1 i g
Azl = = (d.TO(l) + d$0(2)) _ —g—odlﬂ, (35)
2 Goo
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sendo assim, para a integral de Az® ao longo de uma curva fechada em 2° = ¢ ser nula,
sincronizacao ao longo de uma curva fechada, necessitamos go; = 0.
Nesse sistema de coordenadas, o principio cosmoldgico se traduz na existéncia de uma

parametrizacao ' tal que a métrica seja invariante por reparametrizacoes da forma:
¥=Rx e 2'=x+a (3.6)

onde R é uma matriz de rotacao arbitraria e ¢ um vetor constante arbitrario. Reciproca-
mente, a invariancia da métrica pelas transformacoes implica que ds? da forma diagonal
3.1l Estas transformagoes sao obtidas transportando-se cada ponto do espaco-tempo M
ao longo das curvas integrais de campos vetoriais gerados por combinagoes lineares dos ve-
tores & = €;;270%, 0" = 6,07 e x; = 0';0;. Escrevemos, entdo, o requerimento de simetria

através do conceito de Derivada de Lie 2.68k

‘CXjﬁ)/ij =0

Que geradores formam uma algebra de Lie com respeito ao comutador, vem da identidade:
Lie,enX = Le Lo, X — L, Lo, X (3.8)

ou seja, L¢; X =0 e L X = 0 implicam Ly, 1 X = 0.
Entao, o principio cosmoldgico é expresso numa forma covariante por[3.7, mais a dlgebra

de Lie do grupo euclidiano de rotacoes e translagoes:

i, X5) =0, [&x5] = teiexn, e [&,&] = i€ré (3.9)

Que esta é uma forma covariante de expressar o principio cosmoldgico vem da relacao:
LxY =[X)Y] (3.10)
e da expressao da derivada de Lie em termos da derivada covariante:

(EXT)ZI}.-?-g - Tea;)-'-c-g;hXh - Tejjljcg,hX,ch - ( ' ) + zj]q]?-'-c-g;hX;%z + ( : ) (311)

As consideragoes acima nos levam a uma métrica da forma:

dr?

2 2 2

+ r2(d6* + sm20d¢2)) , (3.12)
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onde a(t) é o fator de escala, que traduz o fato de que a unica forma de evolu¢ao de uma
métrica satisfazendo o principio cosmoldgico é uma expansao ou contragao uniforme a uma
taxa maior ou igual a zero, no caso de equacoes de Einstein com constante cosmoldgica. k
¢é a curvatura da superficie de tempo constante. A expansao do universo é responsavel por
um importante fendomeno observacional: o redshift, oriundo da expansao do comprimento
de onda de fétons emitidos no passado césmico, um caso particular do fenéomeno dinamico

de diminui¢ao do momento das particulas em funcao da expansao do universo.

De fato, dada a definicao do quadrimomento p* = m% = mu*, onde s é o parametro
afim, pela equacao da geodésica:
du®
E + P?WUHUV =0 (313)

Calculando-se os coeficientes da conexao para a métrica [3.12}
a

o que implica
du®
ds

mas uma vez que (u°)? — |@|> = 1, segue que u’du’ = |ul|d|d], o que implica

+ g|a|2 —0, (3.15)

1dul a
——+—|u| =0 3.16
g Tl (3.16)
e como u’ = %
dla] a
—+ —|u| =0 3.17
11 2 (3.17)
que tem como solugao || oc a™*.
O redshift é denotado por z, tal que:
t
4, = U (3.18)

Uma mudanca de unidades de medida de comprimento faz k = 1,0 ou —1, implicando
em curvatura constante positiva, nula ou negativa. Que sé pode existir um parametro ca-
racterizando uma hipersuperficie de tempo constante satisfazendo o principio cosmolégico
¢é devido a interpretacao geométrica do tensor de Riemann como generalizacao do conceito
de curvatura gaussiana. A curvatura gaussiana é originalmente definida para as superficies

regulares de R?® em funcao da aplicacao normal de Gauss que mapeia cada ponto p no seu
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vetor tangente normalizado, identificado com um ponto da esfera unitdria S3. A curva-

tura gaussiana é entao o determinante da diferencial dessa aplicacao que, a menos de um

sinal, mede a razao entre a area, na esfera unitdria, coberta pelos vetores normais da vizi-

nhanca de um ponto e a area dessa vizinhanca. Este conceito, aparentemente relacionado
i ficie esta lhad R3, & dad ito intr{

a maneira como a superficie estd mergulhada em R”, é na verdade um conceito intrinseco,

como demonstrado por Gauss (Teorema Egregium), isto é, dependente apenas da métrica

induzida na superficie e pode ser expresso pelo mapa exponencial:

= s ) (319)

onde 1(S-(0)) é a medida da area do disco S,(0) de raio r centrado na origem do espago
tangente T, M, enquanto u(W,(p)) ¢ a medida da drea da superficie exp,(S,(0)).

O tensor de Riemann em p é completamente determinado pelo conhecimento de todas
as curvaturas gaussianas em p de todas as superficies bidimensionais obtidas por geodésicas
que passam por p com vetores tangentes formando um plano gerado por u,v € T,M no

espago tangente:

R s,u® B gV
K= furtt U WO - (3.20)
<u,u><v,0>— < u,v >
donde concluimos:
R
K= ——— 3.21
n(n—1) (321)

O tensor de Riemann tem as mesmas simetrias da métrica [3.6, o que implica neces-
sariamente em superficies de tempo constante de curvatura seccional constante. O que é

possivel se e somente para a hipersuperficie de tempo constante:
Rz’jkl =K- (gik “ 91 — Gil * gjk) (3-22)

A interpretacao acima nos diz que o nimero méaximo de geradores das simetrias de uma
métrica de um espaco de dimensao n é igual ao nimero de geradores das rotacoes de R"
mais as translagoes, de modo que o espago-tempo FRW tem hipersuperficies maximamente
simétricas, e que existe um unico parametro K caracterizando-as.

Do mesmo modo, o tensor de Einstein G,z herda simetrias da métrica, que,
pelo argumento ja usado, implicam que é diagonal, bem como o tensor energia-momento

associado. A consequéncia disto para o tensor energia-momento é que este é associado
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a um fluido perfeito, isto é, um fluido cujo tensor energia-momento no referencial que

acompanha o movimento do fluido é diagonal:

p 00 0
W o oo
T:oo . (3.23)
p

000 p

que, transformado para um referencial que enxerga o fluido se movendo com quadriveloci-

dade U* se escreve:

T = _pg + (p+ p)URU” (3.24)
O tensor de Ricci é entao:
a 5 Q k 9
ROO = —35, Rij = (2H + a + 2? a ’yij (325)
donde concluimos
.. 1
R=6 <H2 + 24 —2) (3.26)
a a
que nos levam a
k a k
Goo = 3 (H2 + §> , Gij=— (H2 + 2% + §> a*yij (3.27)

e por conseguinte as equagoes fundamentais da cosmologia, as equacoes de Friedmann:

G kA
H?>=—"—"—p— — 4+ — 2
5 a2+3 (3.28)
a 4G A
- —— 3 - 3.29
C o T )+ (3.29)

onde o termo A/3 vem de um possivel termo adicional nas equagoes de Einstein da forma
Ag,, somado ao tensor de Einstein e formando o tensor simétrico conservado mais geral
possivel e que equivale a um fluido perfeito de equacao de estado p = —p. Este tensor
energia-momento é o Unico invariante por transformacgoes de Lorentz, sendo, por tanto,
associado a energia do vacuo que, na teoria de representagao discutida mais adiante nesta
tese, é definido como o estado invariante pela acao do grupo de Poincaré.

As equacoes e formam um conjunto de duas equacoes para determinar trés

incoégnitas: a(t), p(t) e p(t). Necessitamos entdo de uma equagao adicional, esta é dada
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por uma equagao de estado da forma p = p(p), a equagao de um fluido isentrépico, caso
particular da equagao de estado dependente da densidade de entropia, p = p(p, S). Adici-
onalmente, sendo um sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem, necessitamos de
condigbes iniciais, a(to) e a(ty), para determinar uma solu¢do. No contexto cosmoldgico,

alternativamente expressamos essas condicoes em termos dos parametros:

Hoz<9>0 e Q=" (3.30)

a Pert

onde Hy é a constante de Hubble, escrito da forma 100h km/s/Mpc, onde h ~ 0.7

representa incertezas observacionais e {2 o parametro de densidade de matéria e

pert = = (“) (3.31)
ert — 5~ | .
&G \a/,

¢ a densidade critica de matéria no universo da ordem de 1073g/cm?, que deter-
mina o sinal da curvatura das seccoes de tempo constante do universo. Isso decorre da

equacao:
k
a’H?

=(Q-1) (3.32)
donde também determinarmos as condigdes iniciais para a(t) a partir de Hy e € tao logo
k #£ 0.

Uma equacao adicional, mas que nao é independente de e [3.29, e que advém da

conservagao do tensor energia-momento (7%%.5 = 0) ¢ a equagdo da continuidade:

p=—3H(p+p) (3.33)
ou ainda, escrita de outra forma:
d(pa?) da®
= —p— 3.34
dt Pt (3.34)

Observagdes sugerem que o universo é composto de radiagao (com equagao de estado
p = %, para a qual reservamos o parametro de densidade denotado €2,44), barions (com
equagao de estado p = 0, associado ao parametro €g), matéria nao barionica (de equagao
de estado p = 0, associado ao parametro (2yp) e possivelmente uma constante cosmoldgica
(de equagao de estado p = —p, associada ao parametro €2,). Desde que nao haja de-

caimento de uma componente na outra, estas satisfazem separadamente [3.34] para seus
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respectivos parametros de densidade de matéria, permitindo escrever da seguinte
forma:

k aop\* ao\?
H? + i H} [de (f) + (2 + Qnp) (f) + QA] (3.35)

Com frequéncia, a equacao acima ¢é usada na cosmologia com a simplificacao de que apenas
um componente domina a expansao do universo num determinado periodo.

Observando a equagao , verificamos que, tao logo @ seja decrescente, Q(t) tende
a se afastar de 1 ao passar do tempo, tornando este valor um ponto critico instavel das
equacoes de evolugao do universo. As observacoes indicam, contudo, {2y muito proximo da
unidade, implicando num ajuste fino tanto maior quanto mais distante o tempo passado
considerado. Este é o chamado Problema da Planura do universo.

Uma importante quantidade é a distancia fisica percorrida por uma particula que se

move no cone de luz, o horizonte de particula, obtida da métrica pela condicao

ds = 0 e integrado-se dxy = pfﬁ ao longo da geodésica satisfazendo df = d¢ = 0:
w0 dt “ da
d, = a(t — =uaf(t — 3.36
p=alt) [ S a0 [ 52 (3.36)

que impoe um limite de alcance para processos fisicos conectando dois pontos. Esta
distancia é da ordem de grandeza do horizonte de Hubble dy = H~' em modelos
satisfazendo a condicao de energia forte, p+3p > 0. Esta tltima escala é de interesse fisico
per si, caracterizando o tamanho do referencial localmente inercial, sendo ainda a escala
relevante nas equagoes de perturbagoes cosmoldgicas.

Na medida em que t — 0 podemos ignorar o termo a% em e escrever:

3
d2, = 3.37
de tal modo que
dindgy ldlnp 3 p\ dlna

_ = —2(1+£ 3.38
di 2 di 2 ( * p) at (3:38)
uma vez que os comprimentos préprios crescem linearmente com o fator de escala A o< a(t):

dlndy 3 P

=2(14+£ :

dlnx 2 ( * p) (3:39)

donde concluimos que para p/p > 0 o horizonte de Hubble sempre cresce mais rapido que a
separacao entre observadores comoéveis. Em outras palavras, desde que tomado um tempo

suficientemente remoto, qualquer separacao comovel sera maior que o horizonte de Hubble,
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ou ainda, dito de outro modo, cada escala cruza o horizonte uma tnica vez e permanece
dentro do mesmo a partir de entao.

Esta condicao ¢é agravada pela observacao da radiacao césmica de fundo. De fato, o
horizonte hoje é H ! considerando que num universo dominado por matéria ou radiacéo,
este escala linearmente com o tempo césmico t, e como desde a superficie de ultimo es-
palhamento o universo pode ser considerado dominado por matéria, levando a a(t) tg,
temos que dy ~ Hy'(1 + zL)_%, que dividida pela distancia didgmetro angula,
da ~ Hy'(1+ 2), para z;, ~ 1100, nos conduz a uma estimativa do angulo compreendido
pelo horizonte na tultima superficie de espalhamento: 1,6°. Contudo, a temperatura é a
mesma a uma parte em 10° ao longo de todo o céu observado, o que implica que nenhum
processo fisico causal poderia explicar o ajuste de temperaturas observado na CMB. Este
é o problema do horizonte.

Outro problema relacionado a este advém da observacao da estrutura em pequena
escala do universo. A densidade de matéria nao relativistica dentro da esfera de raio
A/2 é constante ao longo da evolugdo césmica. Dado a densidade do universo atual, o
comprimento de 1Mpc contém a massa tipica de uma galdxia, da ordem de 10! massas
solares (Mg ~ 10%3kg), e este comprimento deixa o horizonte na época de dominio da

radiacao, mais especificamente, no redshift segundo a lei:

1.41 x 105(QA2)5 (M/102My) "3, M < M, = 3.2 x 10" M (Qh2)

1.10 x 108(Qh2) =3 (M/102My) "5, M > M., =2 3.2 x 1014 M (Qh2)
(3.40)

Zenter (M) =

inviabilizando uma origem causal para as perturbacoes de densidade que dao origem a
estrutura em pequena escala do universo. Este é o problema da inomogeneidade em
pequena escala.

Os comentarios acima sugerem que o Big Bang padrao é incompleto enquanto modelo
preditivo, e o processo faltante é o mecanismo de inflagao cosmica. A inflacao é o
mecanismo que torna o universo observado, até primeira ordem de perturbagao na métrica
e tensor energia-momento, um ponto atrator, no espaco de parametros, de um processo

fisico causal. A equacao [3.32| e seu comentario associado ja indicam que os problemas

I Esta é definida como a distancia d4 tal que o angulo @ subtendido por um objeto de comprimento L

é dado por @ = L/d 4, fazendo-se ds = L, d¢ = dr = 0, chegamos a dg = a(t)r
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mencionados existem em um universo sempre em desaceleracao. Desse modo, a inflacao é
uma fase de expansao acelerada para o universo, usualmente quase exponencial.

De fato, suponha uma fase de expansao (quasi)exponencial no qual o universo infla por
um fator de ¢V, em que N é o nidmero de e-folds, ¢ que o médulo do termo & esquerda

em @, L seja da ordem da unidade no inicio da inflagao. Este entao decresce por um

a2H?2»
fator e~ 2V para o valor %, onde o indice I indica o valor no final da inflacao, de modo
I°°r1
que hoje teriamos:
2
|| o ((arHr
75 =€ —_— (3.41)
a’OHO CL(]HO

De modo que para |2 — 1| ~ 1 atualmente, necessitamos:

N arHy
> [E—
aoHy

Supondo que as condi¢oes nao mudem muito entre o fim da inflagao e inicio da era da

e (3.42)

radiacao, estimamos a;H; ~ a;Hy, onde o indice 1 significa valores tomados no inicio da

era da radiacao. Usando [3.35 para um universo composto de radiacao e CDM:

n- ) ) 019

3
onde a., = agxf e Ho, = 20 H, <§—°> ® sd0 o fator de escala e parametro de Hubble no
eq

momento de igualdade entre matéria e radiacao. Fazendo a = a; < aey:

H = %‘1 (Z—l") (3.44)

pode entao ser estimado:

1 1
Qpae \* |H [p1]7
N Meq I P1
> | —— —_ = 3.45
‘ ( o ) \V Hy, ~ 0.037heV (3.45)

Tomando a escala de Planck como limite superior de energia, p; = [1.22 x 1019GeV]*,
e assumindo i = 0.7, chegamos & estimativa AN/ ~ 68. Uma estimativa anéloga, levando ao
mesmo resultado, pode ser feito com base da condicao de que o horizonte [3.36 ¢ maior ou

igual a distancia diametro angular até a ultima superficie de espalhamento.

3.3 O mecanismo de inflacao dirigida por campo escalar

3.3.1 O rolamento lento

Pela observagao da equacao [3.29, concluimos que um universo em aceleragao necessita

da violacao da condicao de energia forte p + 3p > 0. Devido ao sucesso Big Bang padrao
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em prever as abundancias dos elementos primordiais, como H, He e Li, um possivel periodo
de inflacao deve ocorrer numa escala de energia superior a escala da conversao neutron-
préton , que marca o inicio da nucleossintese, numa densidade de energia da ordem de
[IMeV]*. Dado o sucesso do modelo padrao em descrever a matéria em energias até
aquelas atualmente atingidas por aceleradores, de algumas centenas de GeV, era natural
tentar mergulhar o cenario de inflacao dentro do modelo padrao, baseado na ideia de
campos quanticos relativisticos e simetrias de calibre. Considerando que a inflagao ocorra
numa escala de energia tal que a descricao da gravidade por uma teoria classica ainda seja
significativa, a matéria afeta o universo a partir do seu tensor energia-momento efetivo.
No contexto de campos, somente o campo escalar com potencial é capaz de produzir
um tensor energia-momento violando a condicao de energia forte, enquanto mantendo
compromisso com renormalizabildade. Entretanto, muito embora os potenciais abordados
na literatura levem a uma teoria quantica de perturbacoes cosmolégicas consistente, nem
todos sao consistentes com critérios de renormalizagao utilizados no calculo de matrizes de
espalhamento.

O mecanismo de inflagdo originalmente foi concebido dentro do contexto de teorias
de grande unificagdo, no qual o campo escalar responsavel pela quebra espontanea de
simetrias dirige a inflacao. Além disso, sob a hipdtese de equilibrio térmico, no contexto
da teoria de transicao de fases cosmoldgicas, hipotese esta expressa por um potencial do
tipo Coleman-Weinberg. Mais ainda, a parte efetiva da inflagao ocorria no estado de falso
vacuo do campo escalar. Conforme discutido na introducao, todas essas hipéteses levavam
a problemas e foram abandonadas nos modelos posteriores de inflagao, de modo que o
paradigma vigente é o de condigoes iniciais cadticas, possivelmente muito deslocados de
seu minimo de potencial, devido a grandes flutuacoes de um periodo Trans-Planckiano, nao
térmicas, e satisfazendo as chamadas condicoes de rolamento lento. Passaremos a discutir
esse paradigma.

Conforme argumentado no segundo capitulo, o ponto de partida é uma acao compativel

com o principio da covariancia geral para o campo #nflaton, que dirige a inflacao:

5= [ dev=3£(6.00.9.) = [ d'ov=5 (60,6 - V(®) (3.46)
da qual deduzimos o tensor energia momento pela variagao da métrica:

TH = QMG d — Lg (3.47)
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e para tornar o problema da inflagao tratavel, fazemos a hipdtese ¢(t, x) = ¢(t) + dp(t, x),
dp < ¢, o que nos conduz a um tensor energia-momento diagonal em primeira ordem de
perturbacao, mais perturbagoes em ordem mais elevada fora da diagonal, e por todo o
raciocinio anterior a uma métrica do tipo FRW e a um fluido perfeito.

A densidade de energia e pressao desse fluido sao entao dados pelas equagoes:

b= L4 V() (3.18)

12

Py =5 = V(@) (3.49)

donde concluimos que se %2 < V(¢), a equacao de estado para esse fluido é p ~ —p.

Usando a conservagao do tensor energia-momento (7., = 0):
¢+3Hd+V'(¢) =0 (3.50)

As equacoes e com a pressao e densidade dadas por e [3.49

87G k
o2 — 7; ( ¢ + _2> (3.51)

@IQi

SZG (v é ) (3.52)

onde, conforme o argumento sobre o problema da planura, tao logo a inflacao comece, o
termo de curvatura de torna desprezivel, de modo que podemos ignora-lo. Sendo assim,

derivando com relagao ao tempo [3.51] e usando [3.50;
H = —4AnG? (3.53)

temos ainda que, uma vez que (;52 < V(¢),3.51] se simplifica para:

e
H? = 7; 1% (3.54)

A equacao de estado associada a 4252 /2 < V(¢), p =~ —p, quando colocado na equagao
[3.34] e na equagao[3.28] nos leva a uma expansio quase exponencial a(t) ~ €. A condigio
de expansao quase exponencial é equivalente a dizer que durante um tempo caracteristico

H tem uma mudanca fracional muito menor que a unidade, ou, equiva-

‘%‘ (%) <1 (3.55)

de expansao, H ,

lentemente:
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Do mesmo modo, é assumido que a mudanca fracional em ¢ durante um tempo carac-

teristico de expansao 1/H é muito menor que a unidade, de modo que
¢ < Hlg| (3.56)

, € por consequeéncia, a equacao [3.50] se simplifica como:

L Vi) V9)
0= T V247GV (9) (3:57)

, pela equagao [3.53] pode ser reescrito como:

H 1 (V(9))
H? ~ 167G <V(¢)) <l (8:58)

Derivando e usando [3.57 e B.53k
V@ VOH _VIVe) V"

°="3g T TEEE T omE d8aGv? (3:59)
que, devido a e a simplificacao de 1' 1) implica que ¢ < V' (¢), de modo que
a condicao

V"(9) '
<L 247G 3.60
o (300
é necessaria.
Os parametros: . )
H ¢

sao chamados de parametros de slow-roll, e muito da dinamica inflacionédria pode ser

reescrita em termos deles:

' .
> (1 - §e> - ?v, g = H%(1—e), (3.62)

bem como a equacao de estado efetiva da inflaton como:

2
wy=—1+ 3, (3.63)

de modo que a condicao para aceleracao se reduz a:

1
a'>0<:>w<—§:e<1. (3.64)

Desde que e € 1 e § < 1, as condi¢goes de rolamento lento, as previsoes da inflagao

sdo praticamente insensiveis a escolha do potencial V' (¢).
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Podemos escrever o niimero de e-folds como:
N(ti,ts) = /tf mar— [ % o _/¢f (M) dp = —VarG "¢ (3.65)
t o O s\ V() o VE
que nos mostra de outra perspectiva como o a resolugao de problemas como o da planura
e horizonte estao relacionados com as condigoes de rolamento lento.

As equagoes que governam a inflacao, sendo um sistema de equagoes diferencias de
segunda ordem, necessitam de condigoes iniciais ¢(ty) e (ﬁ(to) para determinar uma solucao.
As condigoes de rolamento lento, contudo, tornam a inflagdo um atrator de um amplo
espectro de condigoes iniciais.

Para verificar a estabilidade da solucao inflacionéria, tao logo a evolucao de ¢ seja

monotona, durante o rolamento lento, podemos usar ¢ como parametro ao invés de t e

reescrevamos a equacao [3.53] como:

dH .

de tal modo que se reescreve como (k=0):
H? — 12rGH?(¢) = —321°G*V (¢) (3.67)

podemos perturbar a equagao acima com respeito a solu¢ao de rolamento lento Hy: H(¢) =

Ho(¢) + 6H ():
Ho 40H 5 = 12nGHyd H () (3.68)

que tem solucao da forma:

® Hy(9)
60 Ho,6(®)

que pode ser expresso através da equacao [3.66] em termos do nimero de e-folds [3.65}

SH(¢) = 6H(dp) exp {1%(} dgb} (3.69)

SH = §H (¢y) exp [~3N (L, )] (3.70)

3.3.2 Fim da inflacao
A inflagdo termina quando as condigdes de rolamento lento nao sao mais satisfeitas,
isto é:

max(|el,|d]) ~ 1 (3.71)
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onde os parametros € e ¢ sdao dados pela Eq. [3.61]

Outra caracteristica do mecanismo de inflagao é que a mesma termina no minimo global
do potencial em ¢ = o, no qual o campo ¢ oscila com frequéncia caracteristica w? = V" (o).
O universo entra entdao na fase oscilagcdes coerentes, na qual V" (o) > H?, ou seja, o
campo evolui rapidamente num tempo caracteristico de expansao. Uma vez que durante a
expansao inflaciondria do universo a matéria usual de equacao de estado p = wp é diluida
segundo a lei:

CL0>3(1+“’) (
: 3.72)

P = Po <—

a
o que se deduz de [3.33] decorre que o universo termina completamente diluido de matéria
ordinaria, sendo dominado por um condensado de particulas do inflaton com momento
Zero.

Necessitamos, por tanto, de um mecanismo que produza, ao fim da inflagdo, um uni-
verso dominado por radiacao. Este é chamado de reaquecimento. Os detalhes do rea-
quecimento sao um problema em aberto. Uma possivel modelagem fenomenolégica para o
problema é assumir um termo de decaimento na equacao de conservacao do tensor energia-

momento B.50¢
¢+3Hp+Tyd+V'(¢) =0, (3.73)

onde este termo, F¢gz5, pode advir de um termo de interacao na lagrangiana do inflaton e
outros campos do modelo padrao, induzindo uma taxa de decaimento I'y.

Multiplicando-se m por gb e observando a expressao para densidade de energia do
campo [3.49 obtemos:

ps+3H* +T¢* =0, (3.74)

e para tratar essa equacao, retomamos a hipétese de rdpida oscilagao V" (o) > H? e

substituimos ¢ por sua média ao longo de um ciclo de oscilagao, em que

(V) = <%2> = %7 (3.75)

<¢2>cwzo — e (8.76)

que nos leva a

e consequentemente a

P +3Hps +Tpy =0 (3.77)
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A resolucao dessa equacao necessita o conhecimento de H, mas podemos usar o conhe-

cimento da equacao de estado do inflaton:

(po) = <% - V(¢>> -0 (3.78)

o que nos leva, pela equacao com Qg = Q) =k =0, a0 x ts e H= %, e por
conseguinte: ,
p(t) = pot "2e~Telt=to) — pr4 ( ¢ ) e Telt=to), (3.79)
aOSC

Essa aproximacao é justificivel até um tempo t ~ F;l, apds o que, a componente na qual
decai, a radiagao ordinaria, passa a dominar a dinamica. a,s. € o fator de escala do inicio
da fase de oscilagoes.

De fato, o conjunto completo de equagoes necessita adicionalmente de:
pr+4Hpr = Typs (3.80)

H? = 87G(py + pr)/3 (3.81)

onde vem de um termo de criacao ao lado direito da equacao de conservacao do tensor
energia-momento da radiagao.

Podemos entao escrever uma solucao aproximada para pg em no regime ¢t < I';!,

2

3> € 0 termo de decaimento do inflaton,

no qual o universo é dominado por matéria, H =

I'y¢ , pode ser desprezado em [3.73] juntamente com o termo de potencial ao fim a inflagao,

—2

implicando py o< a™® o (t/tose) 2, onde tys, inicio da fase de oscilagao, pode ser tomado

1

_ -1 o 1. .

como H™ ' = (&ZC ) = (oM numa aproximacao em que ;! é muito maior
3 3mp, ) > ]

que o momento de inicio da inflacao. Isso nos leva a:

(8)

2 _5 _3 _5
mPlF(b t 3 2 a 2 a 2
~ —" (1= — =~ r,M 1— .82
™ ot [ <t) 10 e Qose (osc (3.82)

Podemos entao calcular a temperatura do inicio da era da radiacao, ou Temperatura

de reaquecimento sabendo sua densidade de energia pr = g—; g, T*, onde g, é o nidmero
total efetivo de graus de liberdade das particulas relativisticas que compoem
o universo (Mais sobre a termodinamica da radiacao sera dito quando discutirmos o
modelo de inflagdo nao-comutativa):

1

Try = T(t =T,") ~ 0.55g. * (mpil'y)

[N

(3.83)
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Com base nessas informacoes, podemos fazer uma nova estimativa do nimero de e-folds
sem a hipdtese anterior de que as condi¢oes do universo nao mudam muito entre o fim do
rolamento lento e inicio da era da radiacao. Consideremos que o universo se expande
por um fator exp(N') durante o rolamento lento, e durante o reaquecimento por um fator
(M* /Tj}zH)%, devido a dominacao por matéria. Considerando que o universo observado
comeca dentro do horizonte na época do inicio da inflacao, determinado pela escala de
energia da inflagdo, H~' ~ ZEL a entropia final (o< T%) serd:

M* m3
S ~ exp3N (W) H™3T3, ~ exp 3./\/M2—£;H (3.84)

e fazendo essa entropia ser maior do que a entropia observada dentro do horizonte atual,
da ordem de 10%8:

2 M 1 Tn
>534 S — )y (R .
N 25543 (1014(;@1/) T3 (1010Gev) (3.85)

Considerando como limite inferior para a escala de energia da inflacao nao o limite da
escala de energia da nucleossintese (da ordem da escala conversao neutron-préton), 1Mev,
mas sim a escala de energia dos aceleradores, da ordem de GeV |, bem como a escala de
Planck como limite superior, tanto para M quanto para Try, temos que N varia entre 24

e 68.
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Capitulo 4

Teoria de Perturbacoes cosmoldgicas

4.1 Introducao

O principio cosmoldgico advoga um universo que parece o mesmo quando visto de qual-
quer lugar e em qualquer direcao num mesmo tempo. Esta foi uma ideia bastante frisada
no capitulo anterior. Contudo, assumindo a validade do principio, a simples inspecao do
ambiente a nossa volta nos leva a conclusao da existéncia de uma escala de comprimento
abaixo da qual o universo é altamente inomogéneo e anisotrépico. Esta inomogeneidade
pode ser caracterizada de muitas maneiras. Poderiamos, num dado instante césmico, ob-
servar a quantidade de massa no interior de uma esfera de raio A e centro p e compara-la
com a densidade média do universo calculando-se a diferenga percentual entre aquela e a
que se esperaria num universo homogéneo. Num universo homogéneo e isotropico, espera-

mos uma média em p dessa quantidade igual a zero, mas o desvio padrao, raiz quadrada

M

2\ . .
i ) >, ¢ um importante caracterizador das

da média dos quadrados dessa quantidade, <( N

inomogeneidades do universo nas escalas de tamanho A. Ao longo do intervalo de esca-
las que compreende a estrutura nao linear observada hoje, variando de 1 Mpc a 10 Mpc,
o universo é compativel com um padrao de inomogeneidades que, no instante ¢, em que
A = H7! satisfaz <(6WM)i> = const. Este fato nao tem explicacdo dentro do modelo
em desaceleracao, ou seja, satisfazendo as condigoes de energia forte, em que uma escala
adentra o horizonte apos ter estado fora ao longo de toda histéria césmica anterior.

Este padrao de flutuacoes se chama Harrison-Zel’dovich e, como veremos, é uma pre-
visao genérica da inflacao, a menos de caracteristicos desvios em pequenas escalas asso-

ciados ao fim da inflagao. Isso se deve ao modelo de inflagao dirigido por campo escalar

ser descrito por uma expansao quase exponencial, o que esta associado ao chamado espago
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de Sitter. Este é maximamente simétrico em quatro dimensdes, no sentido anteriormente
descrito em 3 para modelos FRW no capitulo anterior.

De fato, o espago de Sitter pode ser obtido da métrica induzida no hiperboléide
(@) = (@')* = (2%)* = (2°)* = (2")* = —H,?, (4.1)

uma superficie invariante pelo grupo de Lorentz homogéneo em cinco dimensoes, mergu-
lhado no espago Minkowski de mesma dimensionalidade (é de fato uma 6rbita do grupo,
conforme a discussao sobre simetrias no capitulo posterior). Este possui dez geradores,
o numero maximo de simetrias que um espaco métrico de quatro dimensoes pode ter,
conforme o argumento do capitulo anterior, sendo quatro destes geradores boosts e seis,
rotagoes. Sendo assim, um mecanismo de geracao de perturbacoes, num fundo de quase
simetria de translacao temporal, produz niveis de distor¢ao quase iguais em cada escala
ao longo da saida das mesmas, marco do instante a partir do qual a fisica causal nao mais
pode afetar sua forma.

Descreveremos este mecanismo aqui, com base nas mesmas referéncias do capitulo
anterior. Adicionalmente, |Gotay (1999) e |Zainuddin et al.| (2007), para questoes técnicas

envolvendo a quantizacao na subsecao [4.4.2]

4.2 A descricao estatistica da matéria

Existem essencialmente trés niveis de descri¢cao classica da matéria no universo, cada
um tendo seu dominio de aplicabilidade e significando uma perda de informacao em relacao

a anterior:
e Podemos considerar a trajetéria de cada particula, x(t), ao longo da histéria césmica;
e Podemos considerar a funcdo de distribuigao no espago de fases, f(z,p,t);

e Podemos considerar a densidade (ou contraste de densidade) de matéria em funcao

do tempo e posicao, p(t,z), bem como a velocidade média das particulas v(t, x);

A descrigao por trajetorias é objeto de grandes simulagbes numéricas de elevado custo
computacional e nem sempre facil interpretacao, enquanto que a descricao pela densidade

é viavel quando efeitos de dispersao de velocidade entre as particulas nao sao relevantes ao
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ponto de afetar a evolucao do contraste de densidade, quando entao a descricao por funcao
de distribuicao é preferivel. Sob condigoes de equilibrio termodinamico, por exemplo, os
valores médios de velocidade sao sobrepujantemente mais provaveis que qualquer outro
valor, viabilizando uma descricao pela densidade, enquanto que neutrinos apds o desa-
coplamentoﬂ sao melhor descritos pela distribuicao no espaco de fases e um equacgao do
tipo Boltzmann.

Nao podemos, contudo, esperar que a teoria preveja a forma exata de p(x,t) e/ou
f(z,p,t), mas sim suas propriedades estatisticas. Relacionado a esse problema, o principio
cosmoldgico ganha uma versao aplicavel a perturbacoes: homogeneidade e isotropia es-
tatisticas. O que significa que, dividindo-se o universo em regioes retangulares Ry, Ry... Ry

de mesmo tamanho, a flutuagao de densidade o = % = ”;pp, ou equivalentemente a den-
sidade p(z,t), em cada uma delas é uma realizacdo da mesma variavel aleatéria, indepen-
dente da posicao e orientacao da regiao. Dito de outro modo, o funcional de probabilidade,
que condifica a informagao sobre o campo aleatério p(x,t), é invariante por translacdo e

rotagdo, ou seja, depende apenas de p(x,t) e do tempo:
P = Plo(z, t); 1] (4.2)

Dado um funcional de probabilidades P, podemos calcular a probabilidade de p pertencer
a qualquer conjunto mensuravel u E| de possiveis padroes de flutuagao, segundo a integral
associada.

Um maneira alternativa de caracterizar a estatistica ¢ usar um conjunto de quantidades
que possua a mesma de informagao que o funcional de probabilidade. Dentre estas quan-
tidades, é especialmente relevante a funcao de correlacao de dois pontos da funcao

f(z) codificando a informagao sobre a matéria:

(@) = (fz+y)f(y) (4.3)

! Quando a taxa de interagao da matéria(por espalhamento, por exemplo) nio é suficiente para manter o

equilibrio termodinamico. Uma caracterizagao dessa situacao é obtida comparando-se o tempo médio entre
1

onv

tsc, caracterizado por uma seccao de choque o, uma densidade n e uma velocidade relativa v, ts. =

com o tempo de Hubble H~!: ¢,. > H~! implica em desacoplamento
2 Observe que, segundo o sentido definido na teoria da medida e integracio, sé6 podemos definir a

integragao do funcional de probabilidades apds a definicao dos conjuntos mensuraveis e suas respectivas

medidas no espago das fungoes p(z,t), a o-algebra. Esta ndo estd a priori definida
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onde <> denota a média em y num grande volume V' que, sob a hipétese de homogeneidade
estatistica e em um universo idealizado infinito, é equivalente a uma média no ensemble.
Ainda sob essas mesmas hipéteses, conclui-se que £(x) depende apenas do médulo de x.

A funcao de dois pontos, por um lado é uma importante caracterizacao da distribuicao
estatistica que governa f(x), pois é um dos momentos da distribuicao e é possivel re-
construir a mesma a partir dos seus momentos. Por outro lado, caracteriza o excesso
de probabilidade de se encontrar uma regiao sobredensa ou subdensa a uma determinada
distancia de um ponto respectivamente sobredenso ou subdenso.

Com efeito, podemos integrar, sob hipdtese de homogeneidade estatistica, &s(z):

[ #atsta) = [ @ nsn = [ @iy =0 @

que sob isotropia se escreve como:

/da:47m2§5(x) =0 (4.5)

que implica na existéncia e um zero em |z| = L, que caracteriza o tamanho tipico de regioes
sobredensas ou vazios.

Outra razao para sua importancia ¢ o padrao gaussiano de flutuacoes de densidade que,
como veremos, é uma previsao genérica dos modelos de inflacao e o padrao sugerido pelas
observacoes atuais, que é completamente caracterizado pela funcao de dois pontos.

De fato, indo para o espago de Fourier 6 = [ d*kée™™ | no regime linear, em que as
equacoes diferenciais para d; se desacoplam, podemos considerar a fatoracao do funcional
P em distribuicoes independentes para cada componente d,. Assim sendo, a distribuicao
Gaussiana é definida atribuindo-se para cada J; a distribuigdo (assumimos aqui a funcao

p(x,t) como definida numa caixa finita, por simplicidade de notagao):

1 1
a 5 b = ——€ 2a(t)k = ——¢ Zg(t)k 46
pla bi) 2710 (t)7 2o (t)7 (46)

que nos leva a um funcional da forma:

P[o(x,t);t] = N exp [/ dzdyd(z)F(z —y)d(y) (4.7)

onde
ik(z—y)

Fle—y) =) 60@% (4.8)
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devido a
162 = / B rdys ()5 (y) @Y (4.9)
Um funcional analogo a ocorre na funcao geradora das funcoes de Green das teorias
livres (sem interagao entre as particulas), cujas derivadas funcionais com relagao a fungao
fonte nos dao a funcao de correlagdo para os campos (ordenada no tempo), recebendo
também o nome de funcional Gaussiano ﬂ Conforme veremos, o padrao Gaussiano surge
devido ao fato de que as perturbagoes cosmoldgicas, na aproximacao de slow roll, sao
campos livres e, por conseguinte, com funcao geradora de correlagoes Gaussiana.
Assumindo entdao um padrao Gaussiano de flutuagoes, reescrevemos a func¢ao de dois

pontos como:
&(x) =< 6(x)d(z +y) > Z < (5;45* > elhe—iay(@=y) =12 Zakelky (4.10)

onde usamos
< 6pby >= Okypo; (4.11)

sendo Oy, a delta de Kronecker, resultado esse derivado da distribuicao [4.6]
No espaco de Fourier, tomado o limite de caixa infinita, o padrao Gaussiano é caracte-

rizado como:

< 0(k)8(q) >= o3o(k + q), (4.12)

o) = = o [ttt - / 5(/@)@%96% (4.13)

e a funcao de correlacao tem entao uma snnples caracterizagao:

sendo

§(r) = / (;lﬂl;gpa(/f)eikm, Ps(k) = |op V1 (4.14)

em que Ps(k) é o chamado power spectrum de f(x), o limite de grandes volumes da

expressao o:/V, transformada de Fourier do contraste de densidade sob a hipdtese de

homogeneidade estatistica. A isotropia nos leva entao a:

1 /0,%]@3 sin(kr) dk (4.15)

@(m—y)zv o kr k

3 Zo[J] = Nexp [—% [ dzdyJ(z)Ap(z — y)J(y)}, onde Ap(x — y) é propagador de Feymann, valor

esperado no vacuo do produto ordenado no tempo de dois operadores de campo, (0| Tp(x1)p(x2)(0), e a

fungao de correlagio é dada por GV (zy, ..., xx) = (0| Tp(x1) - - - P(xn) [0) = (—i)N%
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Que a funcao de dois pontos é o tinico momento relevante é consequéncia do teorema
de Wickﬁ que diz que a funcao de N-pontos se fatora em termos da funcao de dois pontos

para uma estatistica gaussiana:
(6(x1)6(22) - 0(xn)) =Y [ < 0(z)d(a)) >, (4.16)
P (ij)eP
onde P é uma partigao dos N elementos em pares (i, j) disjuntos, sendo ¢ # j. Mais que
isso: a propriedade é suficiente para caracterizar completamente o padrao Gaussiano.
Uma generalizagao de é, ao invés de considerar o valor de f em x, considerar uma

média de f em torno de x com a fungdo filtro W (y):

fw(z) = /f(x + )W (y)d®y, (4.17)

podemos entao considerar a média:

(i) = [ G PRIV (a1s)

Um caso particular é a flutuacdo média quadratica da massa dentro da esfera de raio R,

<(5ﬂ);>, que ¢ dada por 4.17 com f = %2 e W(y) = 1 para |y| < R, zero em caso

M p
contrario:
SM\? * dk k*P(k) [3sinkR  3coskR]?
() = (_) :/ dk (2) [ sin i cos 2 (4.19)
M ) g o k 2w (kR) (kR)
em que 6? = % ¢ chamada de waridncia adimensional. Expressao essa que, com

muita frequéncia, é substituida pela aproximacao:

(G),) 0%

4.3 O problema de calibre das perturbacoes

Na secao anterior, descrevemos um padrao estatistico de flutuagoes de densidade, o

gaussiano e invariante de escala. Comegaremos aqui a descrever o ferramental que leva

4 que tem uma versdao em teoria de campos e em processos estocdsticos de um modo geral, sendo os
dois relacionados pela férmula de Feymann-Kac que expressa a integral de trajetoria em termos de um

processo estocastico.
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a previsao desse padrao a partir da inflacao. A evolucao das componentes que descre-
vem as perturbagoes da métrica nao sao completamente determinadas pelas equagoes
dinamicas, restando uma liberdade que pode ser excluida pela escolha de um novo conjunto
de varidveis, a escolha deste conjunto é o que se entende por uma escolha de calibre.

Durante a inflacao, o horizonte de Hubble, H~!, permanece constante enquanto a se-
paracao entre observadores comoveis, ou comprimento de onda das perturbagoes, aumenta
exponencialmente. Nao ¢é a principio 6bvio que a forma do espectro nao se altere ao longo
da evolucao césmica para modos de comprimento maior que H !, uma vez que argumen-
tamos que a inflacao ocorre durante uma violacao da condicao de energia forte e, apenas
enquanto valida assegura o horizonte de particula da ordem do horizonte de Hubble. E
uma conclusao a posteriori, que a escala relevante na evolucao de perturbagoes é a escala de
Hubble. A antecipacao desta, contudo, nos leva a conclusao de que o problema de geracao
de perturbagoes envolve modos de comprimento muito maior que o tamanho caracteristico
do referencial localmente inercial no qual se esperaria que uma descrigao Newtoniana das
perturbacoes fosse aplicavel, exigindo, por tanto, uma descrigao relativistica.

As equagoes de Einstein sao em numero de dezesseis em varidveis reais (igualdade
entre nimeros reais), considerando-se a simetria do tensor de Einstein, caimos para dez
equacoes para determinacao de dez incégnitas da métrica. Considerando que a identidade
de Bianchi, que sao quatro equacoes, é automaticamente satisfeita pelo tensor de Einstein,
representando, por tanto, um vinculo, quatro dessas equagoes sao dependentes das demais.
Terminamos com quatro graus de liberdade nas variaveis de campo que nao sao determina-
das pelas equacoes de Einstein. Estes estao associados a invariancia por difeomorfismo da

teoria, manifestando-se na forma de quatro geradores infinitesimais para o difeomorfismo:
TH = ot + ¢t (x) (4.21)

O principio cosmoldgico privilegia um sistema de coordenadas: aquele em que as si-
metrias assumem a forma do grupo euclidiano de translacoes e rotagoes. Quando, porém,
consideramos um universo com perturbacoes de densidade, o sistema de coordenadas é
privilegiado apenas em ordem zero de perturbacao, estando a priori indefinido em ordens
mais elevadas:

ds® = [V gas + 0gap] dx®dz” (4.22)
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em queﬂ
O g pdz®dz® = a®(n) (dn® — b;jda’da?) (4.23)
e dn = dt/a é a diferencial do tempo conforme, 1.

Necessitamos, entao, excluir quatro graus de liberdade das perturbagoes, dg,sz, asso-
ciados a artefatos, perturbagoes ficticias. Para tanto, decompomos as perturbacoes em
componentes cujas regras de transformacao podem ser consideradas independentemente,
o que resulta ser mais simples que considerar a regra de transformagcao tensorial.

Emprega-se entao, nas perturbagoes, a decomposicao STV, ou seja, escalar, tensorial

e vetorial:

3900 = 2a°9, (4.24)

onde ¢ é um 3-escalar, isto é, transforma-se como escalar pelo grupo Euclidiano de trans-
formacoes;
6goi = a*(B; + Si), (4.25)

.= 9B
T Ot

sendo B um escalar, B e S; um 3-vetor, também com respeito ao grupo Euclidiano.
S* obedece ainda ao vinculo de divergéncia nula, S% = 0, sendo a delta de Kronecker usada

para levantar e abaixar indices.
0gij = a*(200y; + 2E 5 + Fyj + Fj; + hij), (4.26)
onde ¢ e E sdo escalares, F; é um vetor de divergéncia nula, F*; = 0, e h;; é simétrico e
tem divergencia e traco nulos:
hiy=0, hi;=0 (4.27)
Esta decomposicao é tnica sob a hipdtese de rapido decrescimento das perturbagcoes

0gap 1o infinito. De fato, pode ser reescrita como:

V2B = a’zaiégm

(4.28)
Si = a"?dgoi — B,
enquanto 4.26| nos leva a:
V2¢ + V4E = %a_Qﬁzﬁzégn
VQE = l61,72(5 ii
24 08 (4.29)

VQF’Z‘ = a_20jégji — 01(217& + 2V2E)
| hij = a7?0g;; — (200i; + 2B + Fij + Fy)

5 indices gregos variam de 0 a 3, enquanto ndices latinos de 1 a 3, representando coordenadas espaciais
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A hipétese de rapido decrescimento (num sentido mais abrangente do que o empregado
na teoria de distribuigoes, por exemplo) pode entao ser dada em termos de cada uma das
variaveis que sao solugoes de equacoes do tipo Poisson, denotadas coletivamente por ¢,
de modo a assegurar unicidade do problema de contorno (problema de Dirichlet ou Von
Neumannﬂ) |Z|

As componentes escalares, dentre estas, sdo as mais importantes, pois sdo estas que
se acoplam as perturbagoes de densidade via equacoes de Einstein e, por conseguinte, sao
as componentes associadas a instabilidade gravitacional. As componentes vetoriais estao
associadas a componente rotacional do campo de velocidades, mas, diferentemente das
perturbacoes escalares, decaem ao longo da evolucao césmica. As componentes tensoriais
descrevem as ondas gravitacionais, presentes apenas em teorias métricas, nao participando
contudo, na aproximagao linear, da instabilidade gravitacional.

Sob a transformacao [£.21) podemos assumir, em primeira ordem, que nenhum tensor é
afetado, a métrica de background entre eles. Mas as perturbagoes de primeira ordem em
€, 0T, de qualquer tensor, T', transformam-se segundo lema de Stewart- Walker, que é

um consequéncia direta da definigao [2.68
5T = 6T — LT, (4.30)
Utilizando [2.69] escrevendo-se & = (£°,¢7) e decompondo-se &' do mesmo modo que [4.25}

&+ (4.31)

6 Quando a valor de ¢, solucdo de uma equacio de Poisson, é especificado na fronteira de um aberto,
este é o problema de contorno de Dirichlet. Quando alternativamente especificamos a derivada na direcao
normal a cada ponto da fronteira, este é o problema de Von Neumann

" Segundo a primeira identidade de Green, [, d*z¢V3¢p = — [, d&®z(Vp, Vo) + [, ds¢g—i7 em que
(Vo, V@) denota o produto interno dos gradientes e n o vetor normal da fronteira de V', denotada OV.

Sendo assim, dado duas solugoes da equacao de Poison, ¢1 e ¢2, que decaiam suficientemente rapido, de

tal modo que: fav dsi o 62;2 — 0, a diferenga entre elas, ¢1_o, é uma solu¢ao da equagdo de La’Place,

tal que: fv d®x(Vé1_2,Voi_o) — 0, implicando em ¢;_» = 0. Logo, ndo existem duas solugdes diferentes

da equagao de Poisson que pertengam ao subespago satisfazendo |, oy dsh1 2 82;2 — 0, o que garante a

unicidade da decomposigao STV.
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com &' ; = 0, decorre que:
6Goo = Ogoo — 2a(a&’),
6goi = Ogoi+a® [+ (¢ —€)4],
_ a
5gij = 5gij + (12 255”50 + 2§,ij —+ (fj_@j + gl—i,j) y (432)

em que ' denota a derivada com respeito ao tempo conforme.

As componentes escalares das perturbacoes, em termos das quais a métrica de escreve

Ccomo
ds® = a® [(1 + ¢)dn® + 2Bdx’dn — (1 — 24)0;; — 2E ;) da*da’] (4.33)
transformam-se entao como:
6—6=6- (ag, BoB=Btd ¢
w%w:w+%@, C BoB-B+e

Uma consequéncia de [4.32| e da unicidade da decomposicao STV.

Para perturbacgoes vetoriais, em termos das quais a métrica se escreve como
ds* = a® [dn® + 2S;dz’ — (6,5 — Fyj — Fy;)dwz'da’] (4.34)

temos que

enquanto que as perturbagoes tensoriais, em termos das quais a métrica se escreve como
ds® = a® [dn® — (6 — hij)da’dz’] (4.36)

sao invariantes.

Podemos entao remover os graus de liberdade associados ao calibre pela construcao de
um conjunto de seis quantidades independentes e invariantes pela acao de difeomorfismos.
Duas dessas sao obtidas de combinagoes de componentes escalares:

¢z¢_%MB—EW,@z¢+%w—Eq (4.37)
recebendo o nome de potenciais de Bradeen.

Outros dois componentes, considerando os vinculos associados a S; e Fj, sao obtidos

pela construcao de

Vi=5i—F, (4.38)
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enquanto que os dois componentes restantes sao associados aos modos de vibracao das
ondas gravitacionais: seis componentes de h;;, menos quatro vinculos.

Alternativamente, podemos remover graus de liberdade de calibre pela imposicao de
condicoes de calibre, que restringem a escolha do sistema de coordenadas, podendo ou
nao determina-lo unicamente. Uma das mais importantes escolhas é aquela em que ¢ = ¥
e ® = ¢, determinado pelas condicoes £ = B = 0, conhecido como calibre Newtoniano
ou longitudinal.

Podemos entao perturbar as equacgoes de Einstein, obtendo desse modo as equacoes
para evolucao das perturbagoes. A perturbacao de primeira ordem do tensor de Einstein

¢é entao igualada a perturbacao do tensor energia-momento:
0G5 = 0Ty (4.39)

Estas perturbagoes nao sao gauge invariantes. Construimos entao uma combinacao inva-
riante de perturbagoes para uma perturbagao de tensor de segunda ordem tal como 0G
que o seja. Para tanto, utilizamos o tensor de Einstein nao perturbado para uma seccao

espacial plana e com tempo conforme:

oo 3 0@ _g o O = L (o3 22 s 4.40
0 — a2’ [ e j_ag( + )U? ()

onde H = %, " denotando a derivada com respeito ao tempo conforme. O seguinte objeto
¢é entao invariante:

66y = 0Gy — (V65) (B - B,

0GY = 6GY — (VG - Gr/3) (B—E'),, (4.41)

5GE = 6GY — (VG (B - E),

©G* representando o traco das componentes espaciais.

Desse modo as equacoes invariantes para perturbacoes sao:

6Gy = 8TGT (4.42)
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Extraimos entao as equagoes para cada uma das componentes invariantes:

AT — 3H (V' + HP) = 4rGa®6Tq ), (4.43)
(V' +HP) , = 4nGa*sTy ), (4.44)
" / / 1 1 At
U+ H2Y + ) + 2H + H)D + FA@ =) by = (@ = V) = —4rGa’0T ),
(4.45)

para perturbagoes escalares, onde o subindice (g) significa parte escalar;

> 70
AV; = 16mGa*6T ) (4.46)
(Vij + Vi) +2H (Vi + V) = —167rGa25Tj.(V), (4.47)

para perturbagoes vetoriais, sendo que o subindice (1) denota a parte vetorial da per-
turbacao invariante;

(h;’j + 2HN,, — Ahij> — 167Ga*ST' 7, (4.48)

para perturbacoes tensoriais, em que o subindice (r) denota a parte tensorial de 07'.

4.4 Geracao de perturbacoes

No capitulo anterior, tratamos a inflagao dirigida por campo escalar em ordem zero de
perturbacao e concluimos que a estrutura de background do universo observado se torna
ponto atrator da dindmica. Reincorporando-se as perturbagoes do campo ¢, do(zx,t),
conclui-se que, a nivel classico, o paradigma inflacionario nao leva a previsoes adicionais
além de uma universo perfeitamente homogéneo em escalas interiores ao horizonte. Essa

situacao, contudo, se inverte numa descricao semiclassica.

4.4.1 A evolucao classica das perturbacoes durante a inflacao

Consideremos a perturbacao do campo inflaton, d¢(z,t), no tensor energia-momento
.47 Como argumentado, necessitamos de uma quantidade invariante de calibre caracte-
rizando a perturbacao em ¢. Considerando o lema de Stewart-Walker [4.30| e as regras de

transformacao 4.3}, conclui-se que

§¢ =8¢ — ¢p(B — E') (4.49)
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é invariante. Esta quantidade é simplesmente d¢ no calibre longitudinal.

O importante a observar é que a perturbagao do tensor energia-momento [3.47 contém
apenas componentes escalares, como se poderia esperar ja pelo fato de serem funcoes de
um unico componente escalar, d¢. Desse modo, o problema resume-se na consideracao das
componentes ¥, ® e §¢. Necessitamos, por tanto, de trés equacoes. Uma delas pode ser
obtida perturbando a equacao de Euler-Lagrange derivada da agao |3.46| a saber:

1 0 0 oV
L2 (v )+ = (450

A equacao resultante é:
5¢" + 2HS — Vop + a*V yy60 — ¢4 (3V + @) + 2a*V & = 0. (4.51)

A seguinte pode ser obtida de
o 1 _
0T = —5($009),i (4.52)

e [£.44], que nos leva a:
U+ HD = 4o, (4.53)

enquanto a ultima equacao vem de 5T; = 0, que com |4.45implica em

®=1. (4.54)

A equagao pode ser versada numa equagcao diferencial ordinaria pela transformada
de Fourier e resolvida em dois regimes: o de pequenos comprimentos de onda, A\, < H !,
o que equivale a k > Ha, e o de grandes comprimentos de onda, A, > H~'. Aqui,
Apn representa o comprimento de onda fisico, isto é, da onda descrita em termos das
coordenadas T = a(t) - %, ou seja, da onda descrita na base e“gjjj, 2* definido tal que a
métrica se escreve ds? = dt? — a*(t) [(dz')? + (dx?)* + (dz®)?], enquanto k é vetor de onda
comével, isto é, da onda descrita em termos das coordenadas z‘.

Em pequenas escalas, as perturbacoes do potencial gravitacional nao devem afetar a
evolugao da perturbagao d¢. Considerando ainda a condigao de slow-roll Vi, < V ~ H?

temos que |4.51| se reduz a

S + 2HP, + k*d¢y, = 0 (4.55)

que tem como solucao

Sy ~ % exp(+ikn). (4.56)
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Essa solugao nos mostra que, em escalas que se originam no interior do horizonte de
Hubble e cujo comprimento de onda ¢é exponencialmente ampliado até cruzar o horizonte,
existe uma supressao da amplitude classica original que é tao maior quanto menor for
esta em relagdo ao tamanho do horizonte. Como veremos adiante, o mesmo nao ocorre
com a perturbacao W, que apenas oscila em pequena escala. Essa situacao, contudo,
nao altera o efeito de supressao inflacionaria de inomogeneidades em pequena escala a
nivel classico. De fato, isso decorre do lema de Riemann-Lebesgue |Friedlander e
Joshi (1998), aplicdvel a um campo pré-inflaciondrio inicial que é classico, continuo e
de decrescimento suficientemente réapido, de acordo com o requerido pelas condigoes de

contorno que asseguram a unicidade da decomposicao STV:

lim [ d*ze® U (x,t) = 0. (4.57)

|k|—o00

Em outras palavras, desde que a inflagao ao menos preserve a amplitude da perturbacao
numa escala fisica pequena ao longo de sua evolucao, o universo, em escalas comparaveis
ao horizonte de Hubble, terminarda dominado por componentes que no inicio da inflacao
tinham k arbitrariamente grande, implicando em amplitudes arbitrariamente pequenas
pelo lema acima.

Quanticamente, porém, o lema de Riemann-Lebesgue nao se aplica. Contrariamente,
as flutuagoes quanticas, presentes como correcoes de quaisquer trajetorias classicas, tém
amplitude tanto maior quanto menor a escala considerada. De fato, considerando, por

exemplo, o campo escalar livre ¢ no espaco-tempo plano e lagrangiana:

L= % / d*z(0"$0,¢ — m*¢?) (4.58)

submetido as regras usuais de quantizacao, nos leva a uma funcao de correlagao no estado
de menor energia, o vacuo, da forma:

1 k3 sin(k|x — y|) dk
t,2)o(t = yl) = — [ AT YU 4
06t 2)0(t.9) 10) = (o —ul) = 7 [ SIS w59
sendo wy, = Vk% + m?, que, comparando-se a nos leva a uma variancia adimensional

da forma:
1 k3
472 wy,

¢ = (4.60)

que, no limite de pequenos comprimentos de onda, implica d¢;, = /%, um caracterizador

da amplitude de flutuacao, inversamente proporcional a escala L.
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A consequéncia disso, numa descri¢ao semiclassica de perturbacoes, é que as flutuacoes
quanticas dominam a amplitude de perturbagoes no intervalo de escalas comparavel ao
tamanho do horizonte ao fim da inflacao.

Para estudar o comportamento da amplitude de perturbacao apds cruzar o horizonte,

consideremos a aproximagao de slow-roll na evolucao de background:
b0 +3Hoo + V=0 (4.61)

que se simplifica em:

3HG+ Va0 (4.62)

Escrevendo e em termos do tempo ordinario, ao invés do tempo conforme,

resulta em:

0+ 3HIp — NS¢ + Vgp0¢ — 4do® + 2V 4@ = 0, (4.63)

® + HD = 4mgydod (4.64)

O rolamento lento nos permite uma simplificagao adicional nessas equagoes, ignorando
os termos (5¢, uma suposicao baseada na condicao e Ci'>, que significa uma pequena
mudanga fracional em ®; num tempo de Hubble, uma condicao que deve ser demonstrada
autoconsistente em retrospectiva. Temos ainda que em grandes comprimentos de onda,
o termo Ad¢, ou melhor, sua contrapartida no espaco de Fourier, —k?¢;,, é desprezivel.

Adicionalmente, com a substituicao: y = 3—‘2, temos:

SHy+20 =0, HD=4nVy, (4.65)
que nos leva a
Vg 1. (Ve
Sp = Ap=2, & =—-A; [ =2 4.66
o= A2 =g () (4.60)

A solugao acima nos mostra que, no limite de grandes comprimentos de onda em relacao

ao tamanho do horizonte, a amplitude das perturbacoes aumenta, ao invés de diminuir,

. . . . . Ve
na medida em que a inflagao prossegue, pois o parametro de slow-roll, 3#, aumenta rumo

a unidade, o que caracteriza o fim do rolamento lento e, por conseguinte, da inflacao.

Mais ainda, a amplitude muda por um fator multiplicativo independente de k. Ou seja,

o padrao de flutuagoes, caracterizado pela amplitude relativa tipica, isto é, a razao de
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amplitudes tipicas entre uma dada escala e uma escala arbitraria de referéncia |§|, em fungao
do comprimento de onda, nao mais se altera ao longo da evolugao césmica para um intervalo
de escalas ja maior que o horizonte. Isso caracteriza o fato da fisica causal ser inoperante em
escalas muito maiores que o horizonte e de que um mecanismo de geracao de perturbacoes

deve afetar a amplitude numa dada escala apenas até a sua saida.

4.4.2 A teoria quantica de perturbagoes cosmologicas

De acordo com o exposto, ao fim da inflagao, em escalas comparaveis ao horizonte e
além, a teoria classica de perturbacoes nao prevé nada além de um universo perfeitamente
homogéneo. Para ganhar em primeira ordem de perturbacao a mesma previsibilidade que
a inflagao tem em ordem zero, devemos partir para uma descricao semiclassica. Que esse
nivel de descricao nos levaria a previsoes adicionais, poderiamos supor ja do fato de que
flutuagoes quanticas serem maiores em menores escalas, escalas essas que se tornam as
mais relevantes ao fim da inflacao, na medida que horizonte comével, a escala de referéncia
em modelos FRW, diminui exponencialmente. Para tanto, necessitamos quantizar W (x,t)
e d¢(z,t). Quantizar uma teoria classica significa mapear observaveis classicas, denotadas
O, em observaveis quanticas, denotadas @, de tal modo que o valor esperado de @(t)
em certos estados [1), chamados de semicldssicos, tenha como limite O(t) quando A — 0.
Esta prescricao, embora nao determine unicamente a regra de quantizacao, ressalta o papel
da dinamica na elaboracao do método. Os esquemas de quantizacao disponiveis nao sao
unicos e, além disso, ainda necessitam de uma demonstracao de equivaléncia. O mais bem
entendido destes métodos, o de quantizacao canonica, nao é diretamente aplicavel, dado o
conjunto de equagoes dinamicas de que dispomos.

Desejamos entdo mapear W(x,t) e d¢(x, t) nas suas contrapartidas no espaco de Hilbert:
T(x,t) e 5225(1:,15). Poderfamos pensar em W(z,t) ou (fb(x, t) como regras que associam a
cada conjunto de coordenadas, (z,t), um operador autoadjunto no espago de Hilbert. Em
retrospectiva, contudo, essa expectativa é demasiado simplista. O que os métodos de
quantizagao nos devolvem é uma regra que associa a cada fungdo f(z,t) infinitamente

diferenciavel e de rapido decrescimento ﬂ, um operador autoadjunto (quando os campos

8 A teoria inflaciondria ndo prevé a amplitude tipica de perturbacdes, apenas a amplitude relativa. A

amplitude observada, por exemplo, na CMB, é entdo um vinculo para os parametros livres do modelo
2 0 que siginifica lim| (4 ¢)||—o0 || (2, )" f = 0, para todo n, || - || denotando a norma euclidiana
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sao de valor real) que seria o andlogo quantico da expressao [ d*zf(x,t)¥(z,t), onde
cada expressao desse tipo estd associada a um operador definido no mesmo dominio D no
espaco de Hilbert H, que pode ser demonstrado sempre menor que 7—@ mas que pode
ser escolhido denso, isto é, qualquer elemento de H pode ser obtido como limite de uma
sequencia construida por elementos de D. Essa nogao generaliza a fungao de valor operador,
um operador para cada coordenada (z,t), para a distribuicao de valor operador. Esta é
analoga a generalizacao que as distribuicoes, como a delta de Dirac, representam para
as funcgoes ordindrias, associando um valor real, nao a cada ponto do dominio R", mas
sim a cada expressao do tipo [ d*zf(z,t)¥(z, t)m para todo f adequando, ainda que nao
exista uma fungdo W(x,t) que satisfaca tais requisitos. Embora essa possa parecer uma
mera tecnicalidade sem relevancia fisica, é um dos principais problemas da teoria quantica
de campos ao se tentar construir operadores derivados do campo quantico, os quais sao
as observaveis associadas ao campo: o produto de operadores no mesmo ponto nao esta
a priori definido. Propriedade esta herdada de um teorema para distribuicoes, também
devido a Swartz, o qual diz que é impossivel definir um produto associativo (ou seja, que
satisfaga a(bc) = (ab)c) e distributivo (que satisfaca a(b + ¢) = ab + ac) no espago das
distribuicoes e esta ligado até ao problema da constante cosmolégica, visto que a regra de
quantizagao para os campos nao determina unicamente as observaveis construidas a partir
do campo tais como a energia ou densidade de energia.

Para definir a quantizacao canonica, primeiramente descrevemos a prescri¢ao de Dirac
para um numero finito de graus de liberdade, a qual denotaremos por Q. Esta ¢é baseada na
existéncia do limite semiclassico e, para tanto, pressupoe o formalismo Hamiltoniano como

plano de fundo (veja a formulagao de dlgebra C* para teoria quantica no capitulo |§| para

100 motivo para isso é que os operadores sio autoadjuntos e ilimitados, onde ilimitado significa que
nao existe uma constante C' tal que ||Ax|| < C||z||, propriedade que decorre das relagoes de comutagio
satisfeitas. Operadores autoadjuntos tém o grafico fechado. O gréfico de um operador A é o conjunto
dos pares (z, Az). Dizer que é fechado, quer dizer que todas as sequéncias convergentes construidas com
elementos do grafico convergem para elementos do grafico. A sequéncia convergente é definida pela norma
produto, ||(z, A, z)|| = \/[Jz[]> + ||[Az[]2, ou seja, uma sequéncia a,, = (x,, Az,) converge se e somente se
[lan+m — an|| = 0 quando n — oo para qualquer m > 1). Operadores de gréfico fechado definidos num

dominio fechado, como o espaco de Hilbert, sdo limitados, pelo teorema do Gréfico fechado.
I Acrescido de uma nocao de continuidade que é definida a partir da regra que determina quando a

sequéncia de fungoes teste U(z,t) converge para zero, isto é, a topologia do espago de fungoes teste
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uma justificativa deste formalismo): O dominio de Q é o conjunto de todas as observéveis
classicas a principio, representado por cada fungao O(q,, p,) das varidveis candnicas g, e
Pn, coletivamente denotadas por P. A operacao relevante para a dinamica é o parénteses

de Poisson, o qual entra nas equacoes de Hamilton para a dinamica: dado f e g € P,

N9 99 9f 9
{f.9} = Zn: el (4.67)

Uma vez que combinagoes lineares podem ser construidas entre elementos de P, per-
manecendo ainda em P e a operacao acima pode ser entendida como um produto, com
resultado em P, podemos definir P como uma algebra, uma &algebra de Lie chamada de

algebra de Poisson, da qual h(2n) é uma subélgebra chamada de algebra de Heisenberg[ﬂ
h(2n) = span{l, ¢,,pa|n =1,...,n} (4.68)

A vantagem conceitual de se falar em algebra é que o problema fundamental da teoria
quantica, quantizar, é entao um problema para algebra: Construir a representacao de uma
algebra, isto é, conhecidas as operagoes entre os elementos, determinar um conjunto de
operadores que as satisfacam e avaliar a unicidade da teoria quantica correspondente.

Enunciemos entao a prescricao de Dirac, para quantizagao de sistemas Hamiltonianos,
como um problema algébrico: Q, a operacao que mapeia o elemento abstrato na sua
representagao concreta, é um operador linear do espago P no espaco Op(D) de operadores

simétricos num dominio D denso num espaco de Hilbert separavel que satisfaz:

Q 1. Q({f,g}) = #1Q(f). Q9)l;
Q2. 91)=1I,

Q@ 3. Se e campo vetorial Hamiltoniano Xy = (%, —g—g) é completo, isto é, a solucao das

equacoes de movimento com Hamiltoniano f se estende para todo t, Q é essencialmente

autoadjunto em D;
Q 4. Q representa h(2n) irredutivelmente;
Q 5. D contem um conjunto denso de vetores analiticos da base de Q(h(2n))

Observamos aqui trés conceitos distintos que no espaco de Hilbert de dimensao infi-

nita se resumem ao mesmo conceito, mas que devido a impossibilidade, em geral, de se

12 spam denota que um elemento da dlgebra é uma combinacdo linear dos elementos listados
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estender livremente o dominio de um operador autoadjunto (segundo o footnote , Sa0
conceitos distintos em dimensao infinita: operador simétrico, essencialmente autoadjunto
e autoadjuntﬂ. Um espago de Hilbert separdvel significa enumerabilidade da base, ou
seja, podemos colocar os elementos de uma base de estados normalizaveis numa sequéncia.
Fisicamente, isso significa que partindo de um autoestado normalizado qualquer rotulado
por um conjunto de nimeros quanticos, o sistema fisico pode realizar transicoes para to-
dos os demais estados. Q1. e Q2. estdo associados a existéncia do limite semiclassico (veja
discussao no capitulo @ Q3. significa que uma funcao f(g¢,,p,) pode ser estendida a uma
observavel quantica se for, a principio, uma boa Hamiltoniana levando a comportamentos
nao singulareﬂ. Q4. esta associado a unicidade do problema de representacao segundo
o teorema de Von Neumann, que estabelece a equivaléncia das representagoes irredutiveis
da élgebra de Heisenberg (veja capitulo @, o conceito de irredutibilidade significa que a
representacao nao pode ser tornada mais simples, que nao existe nenhum subespaco de H
que ¢ deixado invariante pela agao de e™*?i €% k; I; € R (veja do capitulo |5 para
os conceitos de irredutibilidade e equivaléncia de representagoes). Q5. diz que existe uma
base na qual podemos aplicar livremente Q(h(2n)) e suas exponenciais, o que esté ligado
a possibilidade de construir observaveis fisicas a partir da posicao e momento.

A generalizagio de [4.67] para campos se escreve mapeando ¢,(t) no campo ¢, (¢, z) e

pn(t) no campo m,(t,x), as fungoes f(qn,p,) nos funcionais F|¢, 7| e definido:

(4.69)

Flonml Gl ml) = S { - A

6bn(2, 1) 0mp(x,t)  Omn(,t) Oy (z, 1)

13 Dado um operador linear A com dominio no subespaco D no espaco de Hilbert #, a adjunta A* é
o operador definido no subespago D’ dos elementos £ € H tais que (£, Ay) < C||¢||. Isto implica, pelo
teorema de Riesz, que existe um dnico A*¢ tal que (A*¢,¢) = (£, AY). Quando A = A*, o que também
necessita D = D', A é autoadjunto. Se D' D D e A = A* em D, A é dito simétrico. Por fim, suponha
A fechdvel, isto é, se o fechamento do gréfico de A (incorporagao, no grafico, de todos os elementos que
podem ser obtidos por limites de sequéncias no grafico), segundo a defini¢io dada no footnote definir
o grafico de um operador A tal que A = A*, A é essencialmente autoadjunto. A é fechével se e somente

se para toda sequéncia x, — 0, x, € D, entao Ax, — 0
14 Uma solucio das equacdes de Hamilton que nao esteja definida para todo ¢ pode a principio divergir

para um t finito. Esse tipo de comportamento contradiz a existéncia de solugdes quanticas definidas para
todo t: a evolugao temporal dos autoestados de H, estados estes que formam uma base para a definigao

de todas as solucoes.
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Q1. é entao aplicavel se as equagoes de campo forem da forma Hamiltoniana.

¢ ={¢,H} (4.70)
7={m H} (4.71)

Na verdade, a propriedade Q1 acima, conforme a ideia original de Dirac, nao pode ser
satisfeita para polinomios em ¢, e p, de ordem mais elevada que dois. Esse é o contetdo

do teorema de Groenewold-Van Hove™®] devendo ser substituida por:

Q 1. Q({f,g}) = #1Q(f). Q9)] + O(h);

onde O(h) refere-se a constante C' na defini¢ao de operador limitado no footnote [10}
Necessitamos entdo de uma combinacao linear de ¥ e §¢, de modo a manter a lineari-

dade das equacgoes, que obedeca as equagoes de Hamilton. Estas sao:

v

v _ 1 20
u_4ﬂ(€+p) e v_\/q_X<5gb+H\If), (4.72)

N|=

onde assumimos que a perturbacao ¢ é a perturbacio de um campo de lagrangiana

/ (X, )/ —gd'z, (4.73)

sendo X = % 9P} o 5, 0 que nos leva a um tensor energia-momento da forma de um fluido

perfeito:

Ty = (€ + p)u“up — pdg, (4.74)
com u, = 2Xp x —p.

[4.72) satisfazem as equagoes:
(AN u\’
csAu = z (Z> e cv=>0 <§> : (4.75)
onde , )
a“(e+p)2 1
z= %, 6= s (4.76)

15 De fato, um exemplo, ndo uma demonstracio, pode ser obtido assumindo Q1. valido para varidveis
candnicas e estendendo para polindmios a partir da simetrizagdo. Temos que {¢*,p*} = ¢*p? =
3{¢®p,p?q}, enquanto $[Q(¢%), Q(p*)] = Q(¢*)Q(p®) — 2ihQ(q)Q(p) — 321 e 3[Q(¢%p), Qp*q)] =
Q(¢*)Q(p?) — 2ihQ(q)Q(p) — 3h?I.
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em que ¢, é a velocidade do som no fluido:

2 =LX (4.77)
€.X
implicam em:
u’ — 2 Au — Q—Hu =0 (4.78)
s 0 - .
"
V' — EAv — Zu=0 (4.79)
z

que podem entao ser deduzidos das lagrangianas:
1 0//
S, = /Eudnd3x = 5/ (u'2 + Aulu + gu2) dnd’x (4.80)
1 Z//
S, = /ﬁvdndgx = 5/ (0/2 + 2vAv + ?v2> dnd’x (4.81)

levando a momentos canonicamente conjugados:

oL oc

%, Ty = % (482)

Ty =

em que a Hamiltoniana é dada pela transformada de Legendre. A quantizacao é dada por
Q1 e[4.69] Outro ponto em que o caso de graus de liberdade infinitos se distingue do caso
de graus de liberdade finito é que o requerimento Q4 nao mais é suficiente para garantir
a unicidade (a menos de uma transformagao unitaria) da representagdo. Na verdade, as

inequivalentes representacoes de

[0(n, ), 0(n,y)] = [7o(n, ), me(n,y)] = 0 (4.83)

[0(n, ), (0, y)] = id(z — y) (4.84)

desafiam qualquer tentativa de classificacao. Isto se manifesta no objeto que desejamos

calcular, a funcao de correlacao de dois pontos:

O] ¥(n,z)¥(n,y) |0) (4.85)

Mais geralmente, a inequivaléncia das representacoes se manifesta na inequivaléncia
das fungoes de N-pontos. De fato, discutiremos mais a frente o teorema de Wigthman, o
qual diz que o conhecimento de todas as fungoes de N-pontos no vacuo tem informacao

suficiente para construir a representacao dos campos para além de qualquer problema de
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unicidade, se assumirmos a unicidade e ciclicidadem do vacuo. A premissa fundamental
da teoria quantica de perturbagoes cosmoldgicas é substituir a funcao de correlagao de
N-pontos estatistica pela funcao de N-pontos em algum estado adequado, que é escolhido
como um dos possiveis estados de vacuo, primeiramente por estarmos interessados no
menor nivel possivel de flutuagoes, segundo, por refletir o estado classico de auséncia total
de perturbagoes, ou seja, valor esperado das perturbagoes é zero no momento em que as
perturbacoes se tornam clédssicas. A escolha de fungoes de N-pontos diferentes significa a
escolha de representacoes inequivalentes, mas usualmente é referido como a escolha de um
estado de vacuo diferente. O teorema de Wick, que vale para campos livres, de equagoes
lineares, nos diz que a funcao de N-pontos se fatora em termos da funcao de dois pontos,

de modo que esta é a Uinica com que precisamos nos preocupar.

A U PR e o
o(n,z) = E / W [vk(n)e k a,; +vi(n)e k a,ﬂ , (4.86)
onde
Z”
Vi +wimuy =0 e wi(n) =ck*— ~ (4.87)

Os operadores a; e a; podem ser escolhidos satisfazendo as usuais relagdes de co-

mutacao bosonicas,
se impusermos a condi¢ao
VUt — vt = 2i (4.89)

Uma vez que ¢ o Wronskiano de equacao [4.87], vy, e v}, sao solugoes independentes
de [4.87 Fazendo vy, = ry exp(ioy), se reduz a:

riaj, =1 (4.90)

E nesse momento que necessitamos de um critério adicional para a escolha do vacuo. Para

tanto, escrevamos o Hamiltoniano associado a v:

H= /d?’a: [@% — E] (4.91)

16 A aplicacdo sucessiva de operadores de campo da forma i dnd®z f(n,z)¥(n, ) no vdcuo gera um

subconjunto denso no espago de Hilbert dos campos.



Secao 4.4. Geragao de perturbagées 93

Z//

1

=3 /dgx T2+ (V) +mi ], mi = - (4.92)

1 37, [a—a— 3
=5 [d k ay a;, Fy + ajfaif Fy, + (265 a;, +6°(0)) By (4.93)
E 71 /12 2 2 71 12 i 2.2 494
k=5 ([l? +wrmol®) = 5 (72 + = +wird ), (4.94)

2 2 T
1

Fi(n) = 5 (v +wi(m)vi) (4.95)

sendo ¢%(0) uma divergéncia associada ao ja comentado problema do produto de campos
no mesmo ponto nao definido a priori. Este termo é associado a uma integral no volume

infinito. Escolhemos o estado de vacuo de menor densidade energia no instante 7, }O(v)>:

(00| H(m) [0} = 55°0) [ PREwa), (4.96)

que ¢é também o estado de aniquilado pelos operadores de destruicao a; (m;).

-

2 que sao

A minimizagao de Ej, em n = 1y, para todo k, exige r.(n;) = 0 e 7(n;) = w,
entao condigoes iniciais para as equagoes que fixam a representacao das relagoes de

comutagao e Em termos de v, essas condigdes se escrevem como:

1 A
ve(n) = ——=e M) ! (n)) = i\ Jope ), 4.97
Observe que apenas quando w?(n) = c2k? — 2= > 0 a nogio de estado instantaneo de

minima energia existe. As escalas mais relevantes ao fim da inflacao sao associadas aos
maiores valores k, da ordem de grandeza do inverso da escala de Hubble comédvel, a qual
diminui exponencialmente, validando a andlise.

As condigoes se traduzem em condigoes iniciais para u via que no limite de

pequenas escalas, c2k? > (Z—”) :

1 Cs
ug(n;) ~ _\/c_k%7 up(n;) =~ \];_ (4.98)
Por fim, via variavel u:
. . sinkr dk
(0190, 2)8(0.3)[0) = [ e+ punfR " (4.99)

que nos leva, via 4.15| a:
I (k,n) = 4(e + p)ux (1)K’ (4.100)
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O objetivo é calcular |ug(n)| para um 7 suficientemente grande, numa época péds infla-
ciondria, fixando as condigoes de contorno [4.98 no momento de cruzamento do horizonte
csk =~ Ha. Ou seja, estamos interessados numa solucao de no limite de grandes com-
primentos de onda, c2k* < %”, que possui duas solugoes linearmente independentes, sendo
uma delas 6 e a segunda obtida pelo Wronskiano:

u=C6+ 6’29/ % (4.101)
70
Da definicao de 0, vemos que a primeira solucao é exponencialmente suprimida. Aplicando-

se a definicao de 6:

up(n) = e __ A (1—E/adt). (4.102)

7T(€—|—p)% 477'(6—"]9)% a
Uma vez que H varia muito lentamente durante a inflagao e:
1 1 [da 1 [da -
~fadr=— [ =g == [ STy =g 1= (Y ()]
o= [ =g e Y+ ()
(4.103)

onde () representa a derivada temporal, a expressao para uy entao se simplifica como:

Ay H (e +p)%
U N—————— | = | = Aa————, 4.104
k(n) 47T(€—|—p)5 <H2) k H?2 ( )

que com as condigoes de contorno que especificam Ay, resulta em:

16 € H ?
2 ~ (S 1- = 41
(k1) 9 (Cs(l + g))cssza ( a /adt> (4.105)

. . L . . - 1
que, assumindo-se uma fase dominada por radiacao posterior ao fim da inflacao, a o ¢z,

resulta em:

64 €
20 (e _ 4.106
@ 81 (Cs(l + %))cssza ( )



Capitulo 5

O significado conceitual da relacao de dispersao

5.1 Introducao

A nogao de que deve haver uma correspondéncia chamada quantizacao entre uma teoria
classica e uma teoria quantica, embora nao completamente estabelecida para além de
qualquer problema conceitual, dentre estas a questao da unicidade, ainda que de grande
valor pratico, nos leva a pensar que o ponto de partida da teoria quantica é necessariamente
uma teoria classica. Nao existe, contudo, uma razao fundamental pela qual uma teoria
quantica nao pudesse a principio ser formulada sem nenhuma referéncia a um cendrio
deterministico classico. Esta ideia guiou Wigner na mudanca de paradigma envolvida na
construcao da teoria de campos: a ideia de que o problema fundamental da teoria quantica
relativistica seria, nao a quantizagao de uma teoria cldssica, mas sim a construcao de uma
representacao do grupo de Poincaré no espaco de Hilbert segundo o critério que define
uma simetria quantica. Em outras palavras, dado o espaco de estados H, ao invés de
determinar a correspondéncia Q, que define a quantizacao segundo discutido na secao
anterior, determinar a correspondéncia 7 entre a transformacao de Lorentz x — Az + a*,

denotada (A, a"), e a transformagao m[(A, a*)]: H — H que satisfaga:

(A, a)] - w[(Ag, a5)] = 7[(Ay, af) - (A, a5)], (5.1)
m(Ar, af)] 7 = w[(Ar,af) 7, (5.2)
7[(A, a")] é uma simetria quantica, (5.3)

onde - denota a composicao, transformacao resultante da aplicacao sucessiva de duas

-1

operagoes e ()~ a inversa. A caracterizagdo de uma simetria é dada por um resultado

devido a Wigner. A relacao de dispersao, neste contexto, é uma peca fundamental da
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resolucao deste problema.

Para confirmar o carater fundamental das simetrias, observamos que a simples modi-
ficacao desse grupo, de Galileu para o de Lorentz, cria nao apenas uma fenomenologia
completamente nova, associada, por exemplo, a criacao e destruicao de particulas, ligada
a necessidade de se empregar representacoes altamente redutiveis do grupo de Poincaré
para descrever interagoes, mas a sérias dificuldades técnicas como as discutidas na secao
anterior, associadas a introdugao do conceito de campo quantico, ligada a requerimentos
de causalidade/localidade. Soma-se a isso a impossibilidade de definir um conceito rela-
tivistico de localizacao de particula e, o que se demonstra mais grave, no problema de
quantizagao, ja antecipado por resultados fundamentais como o teorema de Haag, o qual
diz que o formalismo de interacao, ponto de partida da teoria de perturbacoes usual, repre-
sentada pela féormula de Gell-Mann Low, associada aos famosos diagramas de Fenyman,
embora funcione sob acao do grupo Euclidiano de rotagoes e translagoes, nao pode funci-
onar sob a hipdtese relativistica. Isso devido essencialmente ao fato de que as interacoes
empregam realizagoes do grupo de Poincaré necessariamente inequivalentes aquelas em
que o conceito de um conjunto de particulas nao interagentes em algum instante esta defi-
nido (estados assintéticos em que as particulas sao consideradas livres antes de um evento
de espalhamento). Na verdade, o teorema captura a nocao intuitiva de que nao existem
particulas livres em teorias interagentes. A nocao classica de que podemos afastar duas
particulas de modo que elas se tornem efetivamente livres é invalida, devido ao fato de que
elétrons, por exemplo, estao sempre circundados por nuvens de fétons virtuais. Segundo o
teorema, se o conceito de particulas livres estd bem definido em algum instante qualquer
do tempo e a teoria é relativistica, ela é necessariamente livre. Os problemas relacionados
ao teorema de Haag foram apenas em parte resolvidos pela renormalizacao.

As principais referéncias para esse capitulo sdo: [Von Neumann| (1996)), |de Faria e
de Melo (2010), Weinberg (2005)), [Loewner (2008), Bogolubov et al.| (1975), Debnath e
Mikusinski| (2005), Haag| (1996), Balachandran e Trahern (1986]) e Sakurai (1967)).
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5.2 O problema da realizacao de simetrias no contexto quantico

5.2.1 O teorema de Wigner

Quando falamos sobre quantizacao de campos, definimos quantizar como associar uma
teoria quantica a uma teoria classica de tal modo que em determinado limite, o semiclassico,
a teoria quantica obtém a teoria cldssica correspondente, ou seja, prevé o comportamento
classico. Mas nao nos delongamos sobre uma definicao apropriada para teoria quantica.
Essa definicao é dada em termos da estrutura matematica das observaveis numa teoria
quantica, isto é, pelo que entendemos por estados e observaveis, através axiomas de
Von Neumann (veja no capitulo @ que a descricao de observaveis fisicas por operadores
autoadjuntos no espaco de Hilbert é na verdade uma liberdade de formulacao semelhante

aquela da formulagao tensorial):

1. Estados puros sao raios (vetores normalizados, a menos de uma fase) no espago de

Hilbert ‘H complexo e separavel;

2. Observaveis sao operadores autoadjuntos (densamente) definidos no espago de Hil-

bert H;

3. Dado um conjunto de Borel EE], a probabilidade de uma observavel A ter um valor
em E, enquanto no estado W, é (V| Pg |¥), onde Pg é a projegao espectral de A em

E.

Y

J& discutimos, na udltima segao do capitulo anterior, sobre o significado da separabili-
dade de H (na subsegao e sobre a impossibilidade em geral de estender a defini¢ao
de um operador autoadjunto ilimitado (associado a observéveis que podem assumir valo-
res ilimitados) a todo o espago de Hilbert, enquanto que operadores limitados, isto é, que
satisfazem ||Ay|| < C|[¢||, para todo ¥ € H, em que C' é o que se entende por norma

do operador, sempre podem ter o dominio estendido E] A propriedade de ser limitado,

1 Segundo a teoria da medida, ndo se pode associar uma medida a todos os subconjuntos de um dado
conjunto mantendo certas propriedades como aditividade, p [, An] = > p[An], sendo A, conjuntos
disjuntos e a soma podendo ser infinita, apenas a alguns conjuntos particulares chamados de mensuraveis.
Dada a medida que satisfaz p[(an,b,)] = b, — an,, para o intervalo aberto (a,,b,) existe um conjunto

maximo até onde se pode estender essa medida para além dos intervalos abertos, esse é conjunto de Borel.
2 Esse é o teorema de Hahn-Banach da analise funcional.



98 Capitulo 5. O significado conceitual da relagao de dispersao

para operadores lineares, pode ser demonstrada equivalente a ser continuo.

Observe que na formulacao de Von Neumann se ¥ e ® sao estados, qualquer combinagao
linear a coeficientes complexos também o é, o que desconsidera o fato experimental conhe-
cido como regras de superselecao, que dizem que certas superposicoes de estados nao
sao fisicamente realizaveis. Mas é possivel mostrar, como um teorema, que, dado qualquer
colegdo M de vetores num espaco de Hilbert H tal que H = span(M) (o conjunto de todas
as combinagoes lineares finitas, ou infinitas convergentes), podemos decompor H da forma
H = ZN@LN H de tal modo que Ly = spanMy, onde My = M N Ly é coerente e
M = Jy My. Coeréncia significa que todas as combinacoes lineares finitas de elementos
de My estao em My, nao sendo realizaveis as combinagoes lineares entre subespacos My
diferentes. De modo que a ideia de espaco de Hilbert de estados é valida sem restricoes
em cada Ly. Observaveis sao entao operadores autoadjuntos em H cujo dominio contém
todos os vetores fisicos ¥ € M e deixam invariantes cada um dos subespagos coerentes My .
E possivel mostrar que o conjunto de observaveis deve ser irredutivel em cada subespaco
My.

O item 3. faz uso da generalizacao para dimensao infinita do teorema espectral feita

por Von Neumann:

Teorema 1 (Espectral). Dado um operador autoadjunto A definido no espago de Hilbert
H, existe uma tnica familia de projecoes E(N) = E*(\) = E*(\), X € R, chamada de

densidade espectral, tal que:

1. E(X\) € monotonamente crescente, isto é, E(\) < E(X\s), quando A1 < Ay, no sen-

tido: (Y| E(\) |v) < (¥ E(X2) [¢) para todo ¢ € H;

2. E(X) € fortemente continuo pela direita, o que se denota s —lim,_,\+ E(A) = E(A1),

isto €, lim,_,+ E(A)p = E(A1)¥ no sentido de convergéncia definido em H;

3. s —limy 00 E(A) = Id € s — limy_,o E(\) = 0;

3 A soma direta de espacos de Hilbert H; e Hs, denotada H; @ Ha, ou H = Z?\,Zl ®Hn, é o espaco
de Hilbert dos pares ordenados ¥ = (¢1,%2), Y1 € Hi e 1o € Ha, com produto interno (¥, d) =
(U1, ¢1)1 + (2, ¢2),, sendo @ = (d1,¢2) e (*,%), é o produto interno de ;. Analogamente, podemos
definir a soma direta de M espacos de Hilbert, H = E]A\/,Izl ®%H n, ou mesmo a soma de um ntimero infinito

contavel H = >"3_; PHn, como o espago de Hilbert das sequéncias (Y1, 2, ), ¥; € H;
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A / ME(N) (5.4)

A integral acima é definida primeiro para fungoes simples, f(\) = > f.xB,, uma
soma finita onde f, € R, x, ¢ uma funcado R — R igual a 1 em B, C R e 0 em caso
contrario, sendo B,, de uma das formas: B,, = (a,,b,), ou B, = {a,}.

Definimos [ f(A\)dE(X) = Y fuPg,, onde Pg, é um projecao construida a partir
das projegoes E(\): Pp, = lim, ;- E(\) — E(a,) no primeiro caso e P, = E(a,) —
lim,_,,- E()) nosegundo. Para uma funcao geral, [ ¢(A\)dE(A) é definida por uma sequéncia
de fungoes simples ¢, (A) < ¢(A) que converge pontualmente, ou seja ¢,(xr) — ¢(x) para

todo x, para ¢:

/ SOVAEQ) = s — lim [ éu(\dE(), (5.5)
sendo o dominio desse operador, o conjunto dos ¢y € H tal que a seguinte integral de
Stieltjesﬁ é finita:

[1600Pa @ EQ)) < o (5.6

Observe que a integral acima é o produto interno ([ ¢(A)dE(N)Y, [ ¢(A\)dE(N)V) quando
aplicamos a definicao da integral e as propriedades de E(\) (primeiramente para funcoes
simples).

A integral de Stieltjes é a base para a representacao dos operadores no espaco de
Hilbert das fungbes de quadrado (Lebesgue) integravel. E um conceito intermedidrio entre
a integral de Riemann e mais geral integral de Lebesgue, sendo um caso particular dessa

ultima. Em particular, é possivel, a partir dela, definir a transformacao unitaria que

4 A integral de Stieltjes é definida de maneira totalmente andloga, primeiramente para funcoes simples,
cuja integral é da forma [ f(A\)dp(X) = Y fuu(B), sendo p uma fungao de A\ monotonamente crescente
e continua pela direita. Observe que se p(A) = (¥, E(A)¥), a propriedade [3| implica limy_, . p(A) = 1 e
lims, oo () = 0. a(By) 6 a medida de By ¢ pl(an, b)) = (limy - p(N) — p(an)) © ul{an}] = plan) —
lim, ,,- p(A). A integral de uma fungdo ¢(\) : R — R*, positiva definida, é dada por [ o(N)dp(\) =
SUpy, <4 | dn(A)dp(X). Para uma funcgao geral ¢ : R — RT, decompomos a mesma como ¢ = ¢ — ¢,
sendo ¢F positiva definida e [ ¢(N)dp(A) = [ ¢T(N)dp(A) — [ ¢~ (N)dp(N).
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diagonaliza um operador autoadjunt(ﬂ Assim sendo,

Py — / \wdE. (5.7)

em que E ser um conjunto Borel significa que yg é integrdavel no sentido definido pela
teoria da medida e integracao.

O teorema espectral tem trés versoes: uma para operadores autoadjuntos, uma para
operadores normais (que comutam com a sua adjunta) e uma para operadores unitéarios.
Um caso particular é quando o espectro do operador ¢ discreto, ou seja, existe um conjunto
ortonormal completo W,,,n =1,2--- de autoestados de A, com autovalores A\{, \o, .... Para

estes:

E(\) =Y E,. (5.8)

em que I\ sao projecoes mutuamente ortogonais dispostas em ordem crescente com res-
peito ao autovalor associado.

A regralp.5]é a prescrigao de Von Neumann para definir observdveis quanticas associadas
a fungoes cldssicas do momento e posi¢ao independentemente, isto é, f(g,) ou f(pn), ou

funcoes de operadores autoadjuntos em geral:

f(4) = / FOVAELN), (5.9)

enquanto a definicao de f(q,,pn), ou mais geralmente, a funcdo de operadores que nao
comutam, é ambigua, conforme o ja argumentado.
E possivel mostrar que, quando o operador A ¢ limitado e f () : [a,b] = R, onde b =

SUD e, |i)|=1 (Vs AY) e a = infyepy =1 (¥, A¢)ﬁ, sendo f continua, existe uma sequéncia

> Em particular, um operador autoadjunto A pode ser representado como o operador multiplicacio
nos espaco de Hilbert £2(R) das funcdes f(z) se, e somente se, o espectro de A, conjunto dos A tais que
(A—\) é ndo inversivel, é R e A é ciclico, ou seja, e f é denso em H para algum f € H, ou seja, gera um
subespago cujas combinagoes lineares aproximam arbitrariamente qualquer elemento de H, o que equivale

a P ) f ser denso.
6 sup A denota o supremo do subconjunto A dos reais, que é um valor real definido pelas seguintes

propriedades: sup A > x para todo x € A e dado qualquer y qua satisfaca essa primeira condicao,
temos que sup A < y. O infimo, inf A, é definido de maneira andloga revertendo as desigualdades. Um
conjunto limitado superior/inferiormente néo necessariamente possui um maximo/minimo, mas possui um

supremo/{nfimo.
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de polinomios de grau finito que convergem uniformemente[] para f(x) no seu dominio
(ainda que f nao seja analitica, esse é o teorema de Weierstrass) e f(A) é justamente o
operador obtido aplicando-se esses polinomios a A, dando origem a uma série de opera-
dores que convergem no sentido forte, isto é, ||P,(A) — Prim(A)|] — 0, com a norma de
operador previamente definida. A construgao desses polindmios é justamente a base da
prova do teorema espectral de Von Neumann, que para operadores limitados é o operador
correspondente a x[q,1). No caso de operadores autoadjuntos ilimitados, o teorema primeiro
¢ demonstrado para operadores unitarios, segundo o qual um operador unitario pode ser

decomposto da seguinte forma: ,
/ We“dE()\), (5.10)

0
em que E(t) = 0 para todot < 0e E(l) =1 ﬂ, para t > 1, onde a demonstracao é
semelhante ao caso de operadores limitados, exceto que para aproximar xi,,»), usa-se uma

aproximacao por polinomios em e da forma:

n

ple™) = > cpe’®, (5.11)

que sao entdao mapeados num operador segundo a regra: p(e®) = p(U). A versio para
operadores limitados é obtida pela correspondéncia entre operadores unitarios e autoad-
juntos conhecida como transformada de Caylay, em que um operador autoadjunto A
¢ mapeado num operador unitario k(A):

A—i

KA = G (5.12)

Contrariamente a prescricao fisica usual, definir a uma funcao de um operador auto-
adjunto por uma série de poténcias (uniformemente convergente) sé é justificado quando
o operador é limitado, o que exclui a maior parte dos operadores utilizados em fisica (mas
existe outro sentido de convergéncia em que a série de poténcias pode ser reconsiderada).
O fato de que o teorema espectral de Von Neumann é uma das bases da teoria de repre-
sentacao de operadores (e grupos) no espago de Hilbert justifica nos delongarmos sobre
ele.

Um caso particular de (3.) é quando a observével retorna 1 quando o sistema se

encontra no estado ¥ e 0 num estado ortogonal. Essa é a descricao matematica de um

" Isto é, sup, |pn(x) — f(z)| — 0
8 No que segue, poderemos denotar a identidade por I ou €, para o caso de grupos de Lie.
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aparato que objetiva determinar se um dado sistema de estudo se encontra no estado W.

Nesse caso, a decomposicao espectral é trivial:
A= |U) (V| (5.13)

e a probabilidade de detecgao do sistema no estado W, isto é, da medida de A retornar 1,

estando inicialmente o mesmo no estado ®, é dado pelo produto de raios:
(@, W] = [(V, D)%, (5.14)

onde (,) denota o produto interno em H entre quaisquer elementos representativos dos
respectivos raios.

Uma vez que, no contexto classico, uma simetria é uma transformacao no espaco de
parametros, isto é, uma mudanca na forma de descrever o sistema, que nao afeta as
equacoes que governam a dinamica, podemos estender essa definicao para a descricao
quantica. Considerando que, classicamente, um sistema estar no instante ¢ no estado
(Gn, pr) implica que qualquer medida de f(g,,p,) ird produzir sempre o mesmo resultado,
0 que nao se verifica no contexto quantico, segue que a definicao de simetria deve, além de
considerar a dinamica, considerar as previsoes da teoria no instante t segundo o axioma
(3.), a previsao sobre a probabilidade de um particular resultado de medida realizado num
sistema inicialmente no estado ®. Ou seja, a mudanca de descrigao, uma transformagao
T de raios em raios, se aplicada no estado ® e na da descricao de ¥, o qual define o

instrumento de medida, nao afeta as previsoes da teoria:
[T, Td] = [V, D] (5.15)

Trabalhar com o espaco de Hilbert projetivo, o espaco dos raios, nao é pratico. De
modo que se torna necessario estender a definicao de T para todo o espaco de Hilbert e

isso é feito segundo o Teorema de Wigner.

Teorema 2 (unitario/antiunitario de Wigner). Sejam H e H' espagos de Hilbert e seja T

um mapa dos raios unitarios de H nos raios unitdrios de H' que satisfaz:
(T2, TY)| = [(®, V). (5.16)

entdo existe um unico operador T', definido a menos de uma fase, que estende T e
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1. € aditivo:

T(Vy 4+ Uy) =T(¥) + T(Vy) (5.17)
2. ou € unitario:
(TO,TV) = (TP, T"V) = (D, V) (5.18)
3. ou € antiunitdrio:
(TP, TV) = (D,V) = (¥, D) (5.19)

Observe que, como consequéncia, os operadores unitarios sao lineares, U(a)) = aU(v)),
sendo a complexo, enquanto que os operadores antiunitarios sao antilineares, ou seja,
U(ay) = aU (). Isso afeta a definicao da adjunta dos operadores antilineares. A seguinte
definicao de adjunta faz com que tanto a expressao a esquerda quanto a direita sejam
antilineares em ¥ e em ®: (¢,UV) = (U*®, V). Esta definigdo faz que, em ambos os
casos, U'U =UU* = 1.

O teorema acima nos diz que, quanticamente, as simetrias devem ser realizadas como
transformacoes lineares unitarias, ou antilineares antiunitarias. Isso nao implica na existéncia
da representacao do grupo no espago de Hilbert. De fato, uma das muitas obstrugoes na
questao da quantizacao canonica é que o sistema classico quantizado é invariante pelas
transformacoes canonicas, que preservam os parénteses de Poisson das variaveis canonicas,
mas nao existe realizagao desse grupo no espaco de Hilbert que seja uma simetria quantica,
o que implica que, a principio, duas teorias classicas equivalentes a menos de uma trans-
formagao canonica produzem duas teorias quanticas inequivalentes. Dada a existéncia da

realizagao de um grupo no espaco dos raios, o teorema de Wigner nos diz que, no espaco

de Hilbert, a regra de produto é no maximo assegurada da forma:

Ulg:1]Ulga] = w(gr, 92)Ulg1 - g2, (5.20)

onde w(gy, ga) é um faseﬂ, que pode ser escrita da forma e%(91:92) sendo que a unicidade

da identidade do grupo, €, e a associatividade da multiplicagdo do grupo implicam nos

9 Fase esta que pode ser demonstrada independente dos estados em que atuam as transformacoes, a
menos que existam regras de superselecao que impegam a existéncia de certas combinacoes lineares de

estado.
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vinculos:

E(e,e) =0 (5.21)

£(91, 92) + €(9192, 93) = &(91, 9293) + &(92, 93), (5.22)

A principio, nao é possivel, por uma mudanga de fase em cada U(g), remover w(gi, g2), a

menos que:
P91, 92) = a(g192) — a(g1) — a(g2), (5.23)

que pode ser removida fazendo-se

Ulg] = Ulg] = e @U[g]. (5.24)

5.2.2 A representacao de grupos de Lie

Esse é um bom momento para especificar adicionalmente a estrutura matematica dos
grupos considerados. O tipo de grupo mais relevante em fisica, ao qual o grupo de Lorentz
pertence, é o grupo de Lie. Um grupo de Lie é um grupo com estrutura de variedade
topoldgica que é tal que a operacdo g1g, " é continua. Em outras palavras, a nocio de
“elementos proximos”esta definida, existe um continuo de elementos e se g; é proximo de
g2, as inversas serao também proximas, bem como se g1 e go forem préximos de g] e gb, 0
produto destes sera proximo do produto daqueles.

De particular importancia é o grupo de Lie conexo, isto é, aquele em que existe um
caminho continuo ligando quaisquer dois pontos. Para este, se por um lado o conhecimento
de g195* (que define o produto e a inversa, ou equivalentemente suas representacdes co-
ordenadas) especifica o grupo, o conhecimento do grupo numa vizinhanga arbitrariamente
pequena da identidade é também informagao suficiente para reconstrui-lo.

De fato, dado ¢ = o,,, uma curva continua conectando a identidade € ao elemento o e

uma particao de elementos suficientemente préximos nessa curva, oi... 0,_1:
-1 ~1 ~1
0 = (000, 1)(0n-10,,"5) - - (0207 )0, (5.25)

se os elementos da particao forem suficientemente proximos, o produtério acima é um

produto de elementos numa vizinhanga A (e) arbitrariamente pequena da identidade.
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Assumindo o sistema de coordenadas em N () tal que (0,0, ...,0) sejam as coordenadas

de e. Se o, T e w = o7 estdao em N (e),

u' =u'(s,t),i=1,2,---r. (5.27)
Uma vez que €T =7 e g€ = 0,
ul= st Y al s (5.28)
pP,o
analogamente, calculando-se 7o

v =145+ Z ), 17+ - (5.29)
p,0

entdo a diferenca w’ = u* — v, medida da nao comutatividade do produto, é dada por:

w' = Z(aipa —al,)s"7 4 (5.30)
p,0
as quantidades
Coo = Gpy — Ay, (5.31)

sao chamadas de constantes de estrutura. Estas definem um tensor que é chamado de
tensor de estrutura e é sempre possivel introduzir uma mudanca de coordenadas na

vizinhanca de € tal que:

, 1
Uy = 5020. (5.32)
Da associatividade do produto, decorre que:
i i i
cpor + CO’Tp + CTpo - 07 (533)
onde Ci)m =c oCor

Se a informacao numa vizinhanca arbitraria da identidade é suficiente para recons-
truir o grupo e, numa vizinhanca arbitrariamente pequena, os primeiros termos das séries
5.28]/5.29| sao os mais relevantes e, além disso, as constantes de estrutura sao os termos de
mais baixa ordem a diferenciar as transformacoes, somos levados a conclusao intuitiva de

que as constantes de estrutura definem o grupo, dado[5.32, Esse problema foi formalmente
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resolvido por Sophus Lie, considerando a realizagao de grupos como difeomorfismos no
préprio espaco de parametros do grupo, isto é, através das realizacoes das translagoes a
esquerda T, : Y — ax no espaco de parametros do grupo. Lie considerou a representacao
da fungao ®(¢', ¢?,...;0',6% ...) que determina o produto no espaco de parametros, consi-
derou as equacoes diferenciais obedecidas, as quais sao determinadas pelas constantes de
estrutura, e as condigoes para a existéncia de solucao. Estas sao justamente a antissimetria
de ¢!, , € a propriedade .

Uma interpretacao alternativa para as constantes de estrutura pode ser obtida através
das transformacoes infinitesimais geradas pelo grupo G numa variedade & em que
o grupo atua como um conjunto de difeomorfismos. Dado p € & o conhecimento de
o(t)p para toda curva em G e todo p, ou equivalentemente %a(t)p para todo todo t e
p, determina a representacao do grupo. Podemos definir um campo vetorial associando
o vetor %a(t)p L cada ponto o(ty)p para uma dada curva fixa, o que é chamado de
transformacao infinitesimal. Obviamente ¢ ¢ um ponto arbitrario e pode ser escolhido
como 0, mas, além disso, nao existem tantas transformacoes infinitesimais assim, apenas
um espaco vetorial de dimensao finita. Fazendo & = G, estas sao obtidas a partir de um
unico vetor no espaco tangente da identidade do grupo, €, considerando o difeomorfismo
associado ao elemento g, denotado L, : x — g, usamos a diferencial dessa transformagao
para mapear o vetor em € no vetor em g, que forma o espaco vetorial dos campos vetoriais
invariantes a esquerda. Estes satisfazem (aplicamos aqui o comutador de Lie definido
do capitulo 2):

(X, X;] = i Xy, (5.34)

onde dada a conexao entre estes campos vetoriais e o(t)p, decorre que sua especificacao
também determina o grupo.
Definir um espago vetorial onde esta definido um produto antissimétrico satisfazendo

a tdentidade de Jacobi:

[Xi, X5] = —[X;, Xi] (5.35)
[Xiv [Xj7 Xk]] + [Xk7 [Xi7XJ'H + [Xj7 [Xk>XZH =0, (5'36)

possui exatamente a mesma quantidade de informagao que definir um conjunto de cons-

tantes de estrutura satisfazendo[5.33] Isto define uma dlgebra de Lie, fruto da praxe
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matematica de expressar a mesma informacao de um modo diferente a partir de conexoes
a principio nao 6bvias.

Dito isso, podemos enunciar o teorema que governa a ocorréncia de representagoes in-
trinsecamente projetivas [5.20] tais que as fases ndo podem ser expressas da forma [5.23]
Para tal, enunciemos as condicoes tais que qualquer representacao projetiva pode ser trans-
formada, por uma mudanca de fase numa representacao propria. Primeiramente,
observe que a existéncia do caminho ligando € a um elemento o arbitrario ¢ uma propri-
edade topologica. A estrutura algébrica do grupo nao vincula a sua estrutura topologica,
ou seja, entre dois grupos pode ser estabelecida uma correspondéncia 7, chamada de ho-
momorfismo quando a correspondéncia inversa nao pode ser globalmente definida, que
preserva produtos e inversas, ainda que estes tenha topologias diferentes. Todo grupo
de Lie conectado admite o que é chamado de grupo de cobertura universal, que é a
versao (ou representacao) simplesmente conectada do mesmo, ou seja, existe um caminho
continuo entre quaisquer elementos e qualquer caminho pode ser continuamente deformado
em qualquer outro. A propriedade de ser simplesmente conectado é uma das que permite,
de maneira independente do caminho, ajustar as fases no produto[5.20] A outra condigao
¢é que a algebra de Lie seja livre de cargas. Ser livre de cargas significa que, ao modificar

a definicao original da dlgebra de Lie de modo a incluir constantes reais C;; tais que:
[Xi, Xj] = ¢ Xy + Oyl (5.37)
existe um conjunto constantes reais ¢; tais que X ; = X + ¢;1 satisfaz
(X, Xj] = & Xk, (5.38)

isto ¢, remove os C}; arbitrarios.

E possivel mostrar que o grupo de Lorentz tem a algebra de Lie livre de cargas, mas
nao € simplesmente conectado, de modo que, para aplicar o teorema anterior, precisamos
recorrer ao grupo de cobertura universal, representando este, ao invés do grupo de Lorentz
propriamente dito. Para o grupo de Lorentz, o grupo de cobertura universal é SL(2,C),
das matrizes 2 x 2 com entradas complexas e determinante 1. De fato, um quadrivetor x*

pode ser mapeado na matriz X, que é hermitiana 2 x 2:

20423t —ix?
X =z%, = , (5.39)
ot +ix? 2 —x
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onde ¢° é a identidade e o’ sdao as matrizes de Pauli. O determinante dessa matriz é a
distancia de Minkowski: det X = (2°)? — 22, Reciprocamente, 2 = $Tr (0,X). A trans-
formacao X’ = AX A*, onde A é qualquer matriz de entradas complexas e de determinante
1 (i.e. Ae SL(2,C)), preserva as propriedades de X, bem como seu determinante, e esta

associada a uma unica transformacao de Lorentz dada por:

1
AF, = §T7“ (0,A0,A") (5.40)

A relagio acima, na verdade, mapeia SL(2, C) no subgrupo L (det A =1e AJ > 1), um
dos quatro componentes conectados do grupo de Lorent. De fato, A = %TT (AA*) >0
e det A = 1[1]

Podemos ir ainda além na correspondéncia acima introduzindo o conceito de spinor.
Spinores sao elementos de um espaco vetorial complexo bidimensional, cujos elementos sao

denotados U, (r = 1,2), e onde esta definida a seguinte representagao de SL(2,C):
U, — a0, (5.41)

O conceito de spinor pode ser estendido tal qual o de tensor, reservando-se o nome
spinor covariante de rank 1 para o caso acima, denotando V¥; a representacao
conjugada complexa, que se transforma pela regra acima fazendo-se o — a, W" defi-
nido a representacao contragradiente, que se transforma pela regra acima, mas com
a matriz 8 = (a?)~! e denotando ¥" a representacio contragradiente complexa con-
jugada, que se transforma com a — 3.

Definido isso, definimos spinores de rank maior pelo produto tensorial destes. Decorre
que os spinores totalmente simetrizados com n indices com ponto e m indices sem ponto

(adotamos aqui a convengao de simetrizagao discutida no capitulo 2):

\I]r1~~-rn$1~~~$m = \I](rl---rnél---ém)> (542)

geram todas as classes de equivaléncia das representagoes irredutiveis de dimensao finita
do grupo SL(2,C) (vide discussao sobre representacoes adiante). A matiz é, entao,

um spinor V,;. Quando m + n é par, temos uma representacao equivalente a tensorial.

10 Os outros trés sio: Lf_(detA =1 e A} < 1), LT(detA = =1 e A > 1) e L*(detA =

—1 e AJ<1).
I Nesse caso, o resultado é trivial quando escolhemos A igual & identidade. Que o determinante é igual

a um para todos os elementos de SL(2,C), também decorre do fado de que este grupo é simplesmente

conectado.
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Todo grupo de Lie conectado admite, na vizinhanca da identidade, um sistema de

coordenadas candnico, isto é, tal que (0,0, ...,0) sao as coordenadas da identidade e
9(07917 e 70) ' 9(07927 e 70) = 9(0791 + 927 e a0)7 (543)

sendo g o mapa das coordenadas nos elementos do grupo. Sendo assim, nessa Vvizi-
nhanca, toda realizagdo do grupo como uma simetria quantica ¢ linear e unitaria. De
fato, ¢(0,0,---,0) = ¢(0,0/2,---,0)?, mas o quadrado de uma transformagao linear e
unitaria, ou antilinear e antiunitaria, é linear e unitario. Como uma vizinhanca arbitraria-
mente pequena da identidade reconstréi o grupo de Lie conexo, segundo e o produto
de transformagoes lineares unitarias é linear e unitario, a representacao desse assim o é.

Na vizinhanca coberta por coordenadas canonicas, existem, pelo exposto, representagoes
unitarias dos subgrupos de um parametros g(0,--- ,¢,--- ,0), denotadas U(t), podemos as-
sumir que (¢|U(t) [¢p) é continuo em ¢ para todo ¢,1) € H. A essa propriedade, chamamos
de continuidade fraca. Esse requerimento é na verdade muito razoavel. De fato, foi pro-
vado por Von Neumann que essa propriedade é equivalente a (¢|U(t) 1)) ser uma funcdo
mensurdve| 2} tendo sido provado por Lebesgue que praticamente todas as fungoes sdo
mensuraveis e que a existéncia de fungoes nao mensuraveis é condicionada a aceitacao de
certos axiomas. Mais ainda, U(t) ser fracamente continuo é equivalente a condigdo mais
forte de U(t) ser fortemente continuo.

Sob essas condicoes, temos:

Teorema 3 (Stone). Toda familia continua de wm parametro de transformagoes unitdrias

fortemente continua pode ser escrita da forma:
Ut) = e, (5.44)
onde A € um operador autoadjunto.

Ou seja, a propriedade U(t +t') = U(t)U(t'), U(t) unitério e fortemente continuo,
implica que podemos definir um operador autoadjunto A associado.

No teorema acima, e ** ¢ dado pela prescricdo de Von Neumann e o operador A é
chamado de gerador da simetria. A prova do teorema de Stone passa pela demons-

tracao da importante regra de quantizacao do momento em teoria quantica sob condicoes

12 Uma fungio mensuravel é aquela que pode ser reescrita da forma > g CEXE, sendo cg uma constante,

E um conjunto mensurdavel e a soma sobre uma familia enumeravel de conjuntos.
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de contorno periédicas no espaco, o que sera importante quando tentarmos assegurar a
validade dessa regra sob hipdtese de espaco-tempo nao comutativo. De fato, o teorema
primeiro é provado para Ui (t) periddico de periodo 27 (ou seja Uy (t) = Uy (t + 27), mas o
periodo poderia ter sido escolhido como L levando a um raciocinio andlogo).

O teorema consiste em construir a representacao espectral para U;(t), mostrando que
Ui(t) = Z emt/ e " U(z)dr = Z "B, (5.45)
n 0 n
onde F, sao projecoes mutuamente ortogonais e:
s—lm) E, =1, (5.46)
n
o que implica na quantizacio do momento, pois U(t) = ¢t onde

P=> nE, (5.47)

O resultado geral é obtido fazendo Uy (t) = U(t)U(27) 2= que é usado para construir uma
representagao espectral para U(t) a partir do fato de que, pelo teorema espectral, existe
uma representagao para U(27). O teorema de Stone nos permite associar simetrias a
observaveis. Possivelmente, todas as observaveis em fisica quantica surjam dessa maneira,
por consideragoes de simetria.

Neste contexto, podemos dar outro significado para as constantes de estrutura |5.31}
[Ho, Hs) = ich 5 H,, (5.48)

em que H, é o gerador do a-ésimo subgrupo de um parametro do sistema candnico de
coordenadas na vizinhanca da origem do grupo de Lie. Observe que assume que todos
os operadores autoadjuntos H, podem ser definido num dominio €2 C H comum invariante

pela acao dos mesmos, ou seja H,2 C €.

5.2.3 A representag¢ao do Grupo de Poincaré

Para o grupo de Poincaré, estes subgrupos sao os de translagao temporal, cujo gerador
H ¢é a Hamiltoniana, também denotada P°, que define o operador associado & energia;
o subgrupo de translacao na i-ésima direcdo, cujo gerador P’ é o momento linear na i-

ésima direcao; as rotacao pelo angulo # em torno das trés direcoes ortogonais z, y e z,
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cujos geradores sao os componentes do momento angular {M?3 M3'.M'?} e os boots,
transformacoes de Lorentz associadas a um observador que se move com velocidade wv.
Podemos construir estas dltimas através de rotagao de Wick (2°,7) — (2°,7) = (i2%, %),
que torna a métrica euclidiana nas coordenadas z*, a qual é preservada por rotacoes.
Uma rotagao por um angulo 6 envolvendo as coordenadas (z°,7%), seguida da rotacio
de Wick inversa, nos leva a uma transformacao linear a coeficientes complexos, a menos
que usemos angulos complexos ifl. Associados a este subgrupo, temos o vetor de boost
{MO MO% M}, Podemos definir cada um dos subgrupos anteriores de modo alternativo,
devido ao fato de qualquer transformacao de Lorentz A poder ser escrita da forma e*",
sendo wy, = MW", = —w,,. Cada um dos subgrupos ¢, entao, obtido fazendo apenas uma
das entradas independentes de w,, (acima da diagonal) igual ao parametro do subgrupo.
Isso justifica a notacao empregada que define um tensor antissimétrico M*”, chamado de
tensor de momento angular, tal que U(A) = =M™ para o qual temos a seguinte

algebra de Lie:

[P* P =0 (5.49)
[M#, P =i (¢ P — g™ P*) (5.50)
(M, M) = —i (g"° MY — g"" M + g"" M" — g'” M"") (5.51)

Ao construir representagoes de grupos como transformacoes lineares, as primeiras questoes
relevantes sao: Como diferenciar tais representagoes? Quais as mais simples? Quantas re-
presentacoes diferentes existem? Qual a mais geral possivel?

A primeira observagao é sobre a existéncia de uma representacao trivial que aplica
todos os elementos do grupo no operador identidade I no espaco de Hilbert. Esta é uma
representacao valida satisfazendo e[5.3] mais geralmente podemos ter uma repre-
sentagao 7 tal que m~1(I), chamada de kernel da representacdo, é um subgrupo nio
trivial de G, isto é, é constituido de mais que um elemento. Para excluir essa possibilidade,
incluimos o conceito de representacao fiel, cujo o kernel é constituido da identidade de
g, €, apenas.

Outra questao é como diferenciar as representacoes. Uma solugao trivial é que m1(g1) #
m2(g1) para pelo menos algum g; e consequentemente todos. Uma rdpida andlise nos

faz pensar que esse conceito nao ¢ apropriado aos nossos propositos. De fato, temos a
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liberdade de escolher a descricao do sistema e o estado associado a ¥ € H em uma dada
descrigao corresponde a UW em outra descricao, onde U é uma simetria. Isso nos leva
a identificar 7(g),g € G com Un(g)U™!, visto que descrevem o mesmo sistema. Duas
representacoes 7 e Ty que nao admitem a existéncia de nenhuma transformacao inversivel
S, nao necessariamente uma simetria, tal que m(g) = Sm(g)S™! para todo g € G sdo
chamadas de #nequivalentes e do contrario, como se poderia esperar, equivalentes.

Uma vez que tratamos apenas transformacoes lineares, um importante processo de
simplificacao pode ser introduzido. Suponhamos que exista um subespaco de ‘H, denotado
S, tal que 7(g)S C S para todo g € G. Entao Pr(g)P, sendo P uma proje¢ao no subespago
invariante, fornece uma representagao que necessita menos informagao para ser definida que
a origina]lr_g} A representacao Pr(g)P é chamada de redug¢do da representacao m. Uma
representacao que nao possa ser simplificada dessa maneira é chamada de #rredutivel.

Dada uma representacao irredutivel m; no espago vetorial V', podemos definir uma
segunda que é inequivalente a esta, a qual denotamos por m @ m, que chamamos de
soma direta das representacgoes, e atua no espago vetorial dos pares (v, vy) da forma
(m(g)v1, m(g)ve), v1,v2 € V. Por tanto, existem representagoes inequivalentes. A demons-
tracao da inequivaléncia é apenas uma questao de mostrar que esta tultima ¢é redutivel.
Quando a todo subespaco invariante W temos um complemento ortogonal W+ também
invariante, dizemos que a representacao é completamente redutivel.

Agora, enunciemos o primeiro resultado na direcao da forma mais geral de uma repre-
sentacao, a qual se aplica nas representacoes por transformacoes unitarias, que representam

grupos de Lie conexos.

Teorema 4. Toda representacao unitaria de um grupo € irredutivel ou completamente

redutivel.

As transformagoes unitarias sao fundamentais nao apenas em teoria quantica, mas
na teoria de grupos em si. Elas governam toda teoria de representacao de grupos com

um numero finito de elementos e grupos de Lie compactos E], uma vez que todas essas

13 No caso de uma representacio em dimensdo finita, Pr(g)P é representado por matrizes de rank menor.
14 Compacto diz respeito a nogio intuitiva de tamanho finito do espaco, juntamente com a nocio de

nao ter buracos no sentido de que qualquer sequéncia convergente encontra um limite dentro no préprio
espago. Rigorosamente, quer dizer que dada qualquer cole¢ao U, de abertos tal que |J, Us = M, sendo

M a variedade do grupo, podemos escolher um numero finito deles cuja uniao ainda é igual a M.
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representagoes sao equivalentes(no sentido discutido) a representagoes por transformagoes
unitarias.

A intuicdo nos diz entao que podemos continuar o processo de reducao até decompor a
representacao em partes irredutiveis. Antes de enunciar a forma dessa decomposicao, que
nos responderd a forma mais geral da representacao do grupo, enunciemos os resultados
que governam a ocorréncia de representacoes lineares irredutiveis de qualquer espécie.
Enunciemos a versao melhor aplicavel ao contexto analisado. Fste resultado encerra a

questao do significado conceitual da relagao de dispersao.

Lema 1 (Shur). Seja m uma representa¢dao unitdria ou autoadjuntﬂ de um grupo G no

espaco de Hilbert H, m € irredutivel se, e somente se, o comutante
m(G)' ={C € B(H),[C,7(9)],Vg € G}, (5.52)

em que B(H) € o espago vetorial dos operadores limitados, consiste apenas dos miltiplos

da identidade.

A demonstracao desse teorema em dimensao infinita passa pelo teorema espectral de
Von Neumann. A questdo fundamental é que se C' € m(G)’, entdo, C* € 7(G)' e podemos
escolher C' autoadjunto (C' — C + C*). Entao, as projegoes espectrais P, para todo E
Borel, definem subespacos invariantes pela acao da representacao em H e que podem ser
utilizadas para reduzir a representacao. Operadores limitados evitam, como argumentado,
problemas com definicao do dominio. Buscamos C definido em termos dos operadores ja
definidos, através de operacoes definidas para operadores no espaco de Hilbert, tais como
produtos e combinagoes lineares (desde que os dominios sejam os mesmos e invariantes
pela agdo dos operadores), isso representa uma extensao do conceito de élgebra de Lie
chamada de dlgebra universal envelopante U(g), da édlgebra de Lie g.

No caso da representacao de Pi, L1 incluindo translagoes temporais e espaciais, este
i)\H’ e~ P!

o~ Ny MPY

é gerado por e~ e , A real. Suponha f € U(g) autoadjunto, tal que

[f, Ho] = 0, entdo e~/ € 7(G)'. Cada um dos f é chamado de Casimir. Para P| temos

15 No sentido de que para cada g € G existe ¢’ € G tal que 7(¢') = 7*(g)



114 Capitulo 5. O significado conceitual da relagao de dispersao

o seguinte conjunto de operadores de Casimir algebricamente independentes.
P2 — H2 . ﬁ?
1
W = —w? com w, = §ea#,,pP“M‘“’, (5.53)
sign(P°) = 0(P?)e(P?),

em que
[P* w”] = 0. (5.54)
sign é o sinal da energia, que pode ser transformado num operador autoadjunto sign P°¥ =
U se ¥ é uma superposicao de autoestados de energia associados a autovalores positivos e
tais que P? seja positivo. O Casimir gerado pelo quadrimomento P* é a chamada relagdo
de dispersao e se traduz numa equacao entre autovalores da energia e do momento em
representagoes irredutiveis. w” é o chamado vetor de Pauli- Lubanski- Bargmann. 0(t)
é a funcio degrau que é 0 parat < 0 e 1 do contrério. € é um sinal (+1, —1), 8(P?) e €(P°)
sao definidos pela prescricao de Von Neumann.

O Lema de Shur nos diz que o nimero de representacoes unitarias irredutiveis inequi-
valentes de PI ¢ o mesmo que o de conjuntos ordenados de possiveis autovalores reais dos
operadores de Casimir independentes P2, W e sign(P°): denotemos essas representagoes
U(m2,w,e)- Na fisica, existe um postulado que restringe a ocorréncia dessas representagoes em
sistemas quanticos relativisticos. Este diz que apenas representacoes satisfazendo m? > 0

e € = 1 ocorrem na natureza. O que equivale a dizer que:

Postulado 1 (Condigao espectral). O espectro do operador energia-momento P* das re-
presentacgoes irredutiveis (e, por consequinte, das mais gerais) de SL(2,C) pertence ao

fechamento do cone de luz do futuro V*.

Ou seja, a energia é positiva definida, condicao ligada a estabilidade da matéria. Destas
representagoes, as que diferem no sinal da energia sdo adjuntas entre si (os operadores
correspondentes nas duas representagoes sao adjuntos uns dos outros). No caso m? = 0,
P £ 0, temos duas possibilidades para W: na primeira, W = 0, que implica w* = AP, \
¢ um inteiro ou semi-inteiro chamado de helicidade. Quando W = —w? = p?, p > 0 temos
a chamada representacao continua de spin, que é assumida nao ocorrer na natureza.

Passemos agora ao problema de construir as representacgoes irredutiveis do grupo de

Poincaré. Ao buscar representagoes de um conjunto de operadores autoadjuntos (com um
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dominio comum deixado invariante pela aplicagdo dos operadores), ou mais geralmente
operadores normais, que comutam com a sua adjunta, podemos sempre comecar de um
conjunto (maximal) algebricamente independente de operadores que comutam, pois to-
das as representacoes de uma algebra desse tipo podem ser colocadas, via transformacoes
unitarias, numa forma padronizada (veja ainda o teorema Gelfand-Naimark e a cons-
trucdo GNS no capitulo seguinte). Considerando , esse conjunto contém apenas o
quadrimomento P*. Pelo exposto, esta representacao serd irredutivel se os operadores
(P?, W, sign(P)) forem multiplos da identidade nessa representagao.

A representacao da subalgebra gerada por P* comeca pela identificacao da base comum
de autoestados generalizados. Um autoestado generalizado V), associado ao autovalor

A é uma classe de equivaléncia de sequéncias de estados mormalizados V,, tais que:
(H—-\V, —0. (5.55)

Duas sequéncias V,, e ®,, tais que ||V, — ®,|| = 0 e |[[(H — A\)(¥,, — ,,)|| = 0 sdo consi-
deradas equivalentes e definem a mesma classe ¥ = {U, }. Operadores autoadjuntos sao
fechados (tém o gréfico fechado, segundo defini¢do do footnote do capitulo anterior),
para estes operadores, quando ||W¥,, — ®,|| — 0, decorre que (H — \)(¥,, — ®,,) — 0, ou
nao é uma sequéncia convergente (uma propriedade que pode ser mostrada equivalente a
ser fechado). O conjunto de todos os A para os quais existe uma sequéncia W,, ndo conver-
gindo para zero e satisfazendo forma o espectro de H, denotado o(H). Quando tais
sequéncias sao convergentes, dizemos que o autovalor ¢ discreto, do contrario, continuo.
Denotamos o conjunto dos autovalores discretos de H por o4(H) e o conjunto dos auto-
valores continuos de H, o.(H) = 0(H) — 04(H). Uma definigdo de o(H) que pode ser
mostrada equivalente a essa é o conjunto dos A tais que (H — \)~! nao existe.

Uma caracterizagao alternativa para os autoestados generalizados, mais conveniente
por permitir reconstruir o espaco de Hilbert a partir dos autoestados generalizados de um
operador autoadjunto, seria através da correspondéncia entre vetores e funcionais lineares
continuos (conceito equivalente a ser limitado) no espaco de Hilbert H. Existe um teorema,
devido a Riesz, que diz que todo funcional linear continuo em H, cujo conjunto forma o
chamado espago dual H*, é da forma (¥, ¢), para um dado ¥ associado ao funcional e

todo ¢ € H. Para um operador autoadjunto A (de espectro discreto o4(A) e no espago de



116 Capitulo 5. O significado conceitual da relagao de dispersao

Hilbert separavel), os funcionais limitados que satisfazem:
(Uy, Ad) = A(¥y, ¢), para todo ¢ € H, (5.56)

que formam espacos vetoriais para um mesmo A, os autoespacos, sao tais que qualquer

outro funcional limitado pode ser escrito da forma:

(U, %) = Z (W, %), Z e < 0o0. (5.57)

A€aa(A) A€aq(A)
Observe que nao estamos assumindo que os autoespacgos associados ao autovalor \ sao
unidimensionais.
Ocorre que nem sempre existe um funcional linear limitado que satisfaz [5.56 embora
A pertenca ao espectro de A. Mas podemos definir autoestados generalizados associados
a funcionais lineares nao limitados, isto é, nao continuos em H, nao tendo, por tanto,
nenhum vetor ¥ € H associado, mas que ainda assim denotaremos (W, x), ou W, (x) e que

satisfazem [5.56] Para estes, [5.57 assume a forma:

(¥, %) = / dpnfu, UA(%), (5.58)
A€o (A)

onde fg, ¢ um nimero complexo e du ¢ uma medida de integracao no conjunto de autoes-
tados generalizados (nao no espectro o(A), o que da conta do fato de que os autoespagos
generalizados podem ser multidimensionais).

Observe que os autoestados generalizados geram uma representagao funcional para o
espaco de Hilbert H via Ou seja, o conjunto de autoestados generalizados pode ser
entendido como um conjunto de pontos de um espago X onde esta definida uma medida
de integracao e cada ® € H é mapeado numa fungao ¢y, que assume o valor ¥,(®) no

ponto W, sendo:
(v,0) = [ QT TA(®) (5.50)

Nessa representacao: A® é representado pela fungao ¢' (V) = AU, (D).

O conjunto de todos os funcionais lineares em H é muito grande, para assegurar que
o conjunto de funcionais que satisfazem [5.56/ e permitem uma expansao do tipo [5.58| seja
o menor possivel, a classe de funcionais precisa ser especificada adicionalmente. Uma
maneira conveniente de fazer isso é assumir que os funcionais sao descontinuos em H, mas

mantendo continuidade em algum outro sentido (o que tem a vantagem de definir todo um
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novo conjunto de funcionais pelo préprio requerimento de continuidade modificado). Para
tanto, temos que nos restringir a um subespaco {2 C H, onde esta definida uma nova nocao
de convergéncia menos geral do que a de H, mas em relagao a qual {2 é completo, ou seja,
nesse sentido, toda sequéncia convergente em () converge para um elemento de €2, mas
neste existem sequéncias que convergem segundo o sentido definido em H e nao pertencem
a (). Essa estrutura faz com que todo funcional continuo de H seja um funcional continuo

de €2, cujo conjunto forma o espago dual 2*, mas nao vice versa, ou seja:
QCHCQ, (5.60)

onde ) e H sao identificados com funcionais segundo o teorema de Riesz. Os operadors
autoadjuntos que mapeiam €2 em {2 possuem autoestados generalizados ¥, € Q* definidos
via:

(\Ij)w A¢> = )\(\Il)n ¢)a ¢ S Qa (561)

desde que a nocao de continuidade de €2, que define os funcionais em questao, seja escolhida
apropriadamente. Além disso, {2 pode ser escolhido denso em H, ou seja, cada elemento
de H ¢é limite de uma sequéncia convergente em (2 (na topologia de H).

Ocorre que o espaco €2 pode ser definido com uma importante propriedade: para qual-
quer representacao do espago de Hilbert H como fungoes de quadrado integravel em algum
espago X onde estd definida uma medida de integracao du, a qual definimos pela regra

m:H — L(X,du), existe, para cada ponto z € X, um funcional F, € Q* tal que:
m(o)(x) = Fu(0), ¢€QCH (5.62)

a menos de um conjunto de medida nula. Em outras palavras, podemos gerar todas as
representacoes funcionais de um espago de Hilbert aplicando funcionais de €2* nos elementos
de 2.

Ocorre que a boa propriedade de convergéncia de €2, que faz sempre existir o funcional
5.61 é, em certo sentido, ser similar ao espaco das funcoes teste, de modo que Q* é
andlogo ao espaco das funcoes generalizadas, ou distribui¢oes. Uma distribuicao é um
funcional linear continuo num espaco de funcoes teste. Existe mais de um espaco de

fungdes teste, por exemplo, S(O) E] ¢ o mais usado em fisica. A equivaléncia entre €2

16 Existem vérios tipos de funcdes teste, cada uma com sua prépria nocao de convergéncia, usadas como
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e S(O) é explicita quando H é representado funcionalmente, mas pode ser definida sem
recorrer a essa representacao através do conceito de espaco nuclear.

Observe que a sequéncia nao produz o autoestado generalizado segundd}

U,(®) = lim (Uy, D), (5.63)

N—oo

mas € possivel mostrar que existe uma sequéncia divergente de constantes ¢, tal que cada
¢V, define o operador de Q* desejado. Se [A,B] = 0 e limy(A — A\)¥y = 0, entdo
limy B(A—A\)VUx = limy(A—A)BYy = 0 Por tanto, a agdo de B deixa os autoespagos de
A invariantes e vice versa. Por tanto, é possivel encontrar autoestados de B nos autoespacos
de A.

Numa representacao redutivel, P® e P? sao operadores algebricamente independentes,
mas tal nao ocorre numa representacao irredutivel. Como dito, numa representacao ir-
redutivel, P? é multiplo da identidade, sé precisamos realizar P!, i = 1,2,3, e P° ja
estard determinado. Denotemos, W,. o conjunto de autoestados generalizados comuns a

P, decorre que:
P? / dpfo,, Vpn =m® / dpsfa,, Ve (5.64)

o que nos leva a interpretar a representagao irredutivel H 2 ., ) como o espago de Hilbert
de uma unica particula de massa m. Para seguir adiante no problema da representacao,

precisamos determinar o espectro dos operadores P*. Para tanto, observe que:
U(A,a)PPU (A a) = A, P (5.65)

Assim sendo, dado qualquer ¥ = Wy, como em [5.55} tal que limy_,o(P* — k*)¥y = 0,

passo intermedidrio na definicao de fungoes generalizadas como a delta de Dirac na fisica a partir da sua
nogao de continuidade. A mais usada sido as de rdpido decrescimento, S(Q), onde O C R™ é o conjunto
onde as fungdes estdo definidas. Estas sdo as f(z) € C™ tais que ||f(2)||n = supntm<nr|z"0™ f(z)| < o0,
n,m > 0. Uma sequéncia de fungoes f,(z) é convergente para 0 se ||f,(z)||n — 0 para todo N. Um

funcional linear F' é continuo se F(f,(z)) — 0 quando f,(xz) — 0.
17 De fato, (¢,(H — \)¥,,) = ((H — \)¢,¥,,) — 0, mas se A é um autovalor continuo de H, decorre

que R(H — X))~ = H, mas R(H — \) # H, onde R é a imagem (H — A). Se [|¥,]| = 1 para todo n,
[limy, (Uy, )| < ||¢||, logo, define um operador continuo e igual a zero em R(H — X), um conjunto denso

em H, por tanto, esse limite é igual a zero em todo H.
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temos que:

lim (A, Y'U(A, a)PPU (A, a) — U(A, a)k"U (A, a)) ¥y = 0;

N—oo p

lim (A" PP — EU (A, a) ¥y = 0;

N—o0

lim (P? — A EM)U (A, a) ¥y = 0. (5.66)

N—oo

Uma vez que, dado qualquer quadrimomento k* satisfazendo k? = m?, qualquer outro k"
também satisfazendo k> = m? pode ser obtido deste por uma transformacio de Lorentz,
o espectro de P* é o conjunto de todos os k* satisfazendo k? = 0.

A representacao mais simples ocorre quando o autoespaco associado a k* é unidimen-
sional. P* é realizado no espaco de Hilbert das funcoes de quadrado Lebesgue integravel
U(E,p) definidas no local dos pontos (E,p) € R* tais que E? — p? = m?, chamado de
concha de massa. HY(E, ) = EV(E,p) e P'U(E, ) = p'¥(E, ). O produto interno
(definido pela medida de integragao pode ser escolhido relativisticamente invariante

pela escolha:

(W(E. ), (B, 7)) = / B(E, 7)B(E. 7S + w0 )d'p, (5.67)

onde as fungoes acima podem ser estendidas para além da concha de massa produzindo
uma expressao que, contudo, nao depende desta estensao. Que define a seguinte realizacao
do grupo de Poincaré (nesse momento, ndo vamos entrar na questao da representagao de

uma algebra nao comutativa, veja a construgao GNS no capitulo @:

(Az)
— €

\I;(pu) ip“xﬂ\II(A*wVpV)_ (5.68)

Alternativamente, podemos representar o espaco de Hilbert usando as fungoes ¥ (p) =

V(E,p) com produto interno:

@6 = [ 05 (5.69)

0 que ja nos mostra a inadequacao do conceito de localizacao no contexto relativistico
ao tentar incluir um operador z' tal que [z%,p’] = i6Y, o que se torna trivial adotando
a funcao de onda de Newton- Wigner, que na representacao de momento se escreve
Uyw (p) = 3(7%. De fato, um estado quantico localizado em z’, descrito por uma delta

de Dirac na representagao de posi¢ao (Fourier transformado) §(x — z’), corresponde, na
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~ ; . _ e NGB it
representacao de momento, a Yy (p) o< €P*, que se transforma, via A1, em gimihoE gizip®
nao mais uma onda plana, logo, nao mais localizado na representacao conjugada.

Outra maneira de caracterizar essa representacao é considera-la uma distribuicao &* (R4)|T_gl

com suporte concentrado na concha de massa [’} Para estas estd definida a transformada

de Fourier:

U(z) = (2m) 2 /\P(ﬂ19)6‘2"’”“(5(192 +m?*)0(p°)d'p, (5.70)
sendo esta definicao equivalente aquela dada pela dualidade:

(2m)"(F', ¢)

(F, o), (5.71)

que implica na seguinte definicao para a transformada de Fourier:

1
(2m)"

(FIF], ¢) = (£, 7 g]) (5.72)

onde F € S*(R*) é um funcional linear de S(RY), ¢(z) = ¢(—z), ¢ é a transformada
da Fourier de ¢, n é a dimensao do espaco R"™ em que estao definidas as funcgoes teste.
Isso justifica o emprego de F' € S*(R%), pois esta definicio implica que a tranformada
de Fourier pertence ao mesmo espaco de distribuicoes, ou seja: F e S*(R*). O que nao
¢ valido para outras classes de fungoes generalizadas. Escrever a transformada da forma
torna a sua regra de transformacao manifestadamente covariante. Isso nos leva ao
chamado Campo escalar, ou fungcao de onda covariante, satisfazendo a equacgao
de Klein-Gordon:

(O+mH)W(z) =0 (5.73)

Observe que essa transformada de Fourier é, exatamente como propunha a motivacao
original para formulacao das equagoes de campo relativisticas, apenas outra representacao
para os elementos que compoem espaco de Hilbert, uma representacao em que a translacao
temporal é trivialmente realizada: V(¢,7) — V(¢ + t/,Z), e ndo a operacdo inversa ao

esquema de quantizagao de campo anteriormente considerada no capitulo anterior. De

180 estado quantico ®(E,p) é transformado num funcional linear através de [®(E,p)f(z)d(p? +

m*)0(p°)d*p, f € S(RY).
19°0 suporte de uma funcao é o conjunto fechado fora do qual o funcdo se anula. Para uma distribuicao

¢, o suporte ¢ o conjunto V' € R™ dos pontos tais que se o suporte M da fungao teste f é tal que MNV = (),
entdo (¢, f) =0
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fato, a transformada de Fourier é uma transformacao unitaria no espaco L?. O produto
interno nessa representagao é:
_0® O
V|®) =i V—— — — ) d’z. 5.74
o] (42525 o

Observe ainda que ¥(z) nao é a fungao de Newton-Wigner, estas sdo relacionadas por:
Uy = / K(z — 2)U(t, 2 )d*s, (5.75)

/ . _1 ~ ;. .

onde K é a transformada de Fourier de (2F(p))~ 2, uma funcao de rapido decrescimento de
m|x — 2’|. A fungdo de onda covariante, por tanto, nos diz aproximadamente onde esté a
particula se uma precisao nao maior que o comprimento de onda de Compton, m=!
) 9

é necessaria. O conceito de localizacao nao é apropriado para particulas nao massivas.
Para construir a representacao mais geral, devemos relaxar a condicao de que o auto-
espaco de cada autovalor é unidimensional. Nesse caso, a principio, um dado autovalor k*
pode ter um numero arbitrario de autoestados generalizados linearmente independentes,

sendo o nimero maximo diferente para cada k*. Mas essa possibilidade pode ser excluida.

De fato, suponha que k* tenha N autoestados ortogonais:
lim( P — kM)W —0,5=1,---, N com lim(Wy, ) — 0. (5.76)
Mas U~'(A, )W, é autoestado generalizado de P* com autovalor A, k* e

lim(U YA, a) T, UH(A, a)¥Y,) — 0. (5.77)

N

Desse modo, o conjunto dos autoestados generalizados pode ser escrito como:
‘Ilk'“aa (578)

onde sigma é um indice discreto que pode assumir infinitos valores [ﬂ associados a graus
de liberdade internos das particulas, mas em aplicagoes fisicas, como dito, postulamos a
inexisténcia de graus de liberdade internos continuos, o que equivale a considerar apenas

um nimero finito de possiveis valores para o.

20 Observe que nio estamos considerando a possibilidade de existir um conjunto ndo contavel de autoes-
tados generalizados linearmente independentes associados a um mesmo autovalor, mas essa possibilidade

é excluida pelo requerimento de separabilidade do espago de Hilbert
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Facilitard a andlise decompor U(A) em partes independentes que atuam nos indices p*
e 0. Para tanto, observemos que a acao do grupo de Poincaré é transitiva na concha de
massa, ou seja, qualquer vetor k* desta pode ser transformado em qualquer outro, digamos
p, pela acao de uma transformagao de Lorentz L(p*). Dada uma representagao do grupo
de Poincaré, definida na base Wyu,, podemos escolher um autoestado generalizado Wy, e

definir uma nova base através de
Vpng = N(@"U(L(p") ¥ e - (5.79)

Podemos definir de vérias maneiras a a¢do dos operadores U(A) nos estados generali-
zados, por exemplo:

(UMY, ¢) = (T, UA)9), (5.80)

onde ¢ € 2, ow:
UNMNV ={UA)V,}, (5.81)

isto é, atuar os operadores U(A) em cada um dos elementos de qualquer sequéncia ¥,, que
define a classe de equivaléncia.

N(p") é uma normalizacdo, que afeta a definigdo do produto interno. O produto interno
(Vpuo, Ypuor) € definido pelo teorema kernel de Swartz, que diz que todo funcional
bilinear continuo no espaco de fungoes teste S(€2) faz corresponder uma distribui¢ao que

a define, deste modo:
(0,0) = 3 [ @y (Eppa Vo) 2 57 (5.82)

onde ¥ é um elemento de > “L2(R?) representado pelas fungdes teste v, (p). Logica-

d3 D d3 p/

mente, podemos escolher a medida de integragao relativisticamente invariante 5 B 2607

adotarmos uma normalizacao relativisticamente invariante escolhendo (Wpu,, Upu,r) uma
distribuicao com tal simetria.

A nova base tem a vantagem de que U(L(p*)) passa a afetar apenas os indices p*. Fa-
toremos, entao, uma transformagao qualquer em termos de transformacoes independentes

nos indices:

U(N)Vpio = N(p")U(AL(P"))Vino = N(p")U(L(Ap))U (L™ (Ap)AL(P")) Whno  (5.83)
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Uma vez que p°&3(p' — p) = k3K — k) e (Vp o, Vpo) = |N(p)|?050 (K — k), a

normalizagao N(p) = \/’;:3 torna a nova base ortonormal:
(Ut Upo) = Gor00°(p' = D) (5.84)
A transformacao de Lorentz
W(A,p) = L (Ap)AL(p") (5.85)

deixa invariante k*, todas as transformacoes desse tipo formam juntas um grupo que
s6 pode, por tanto, afetar os indices o. Este é chamado de pequeno grupo e toda
representacao irredutivel do grupo de Poincaré implica numa representacao irredutivel do
pequeno grupo. Para a representacao que satisfaz P2 = m? > 0, que representa o espaco
de Hilbert de uma particula massiva, podemos escolher k = (1,0,0,0), que imediatamente
nos mostra que esse grupo é SO(3), das rotacoes em trés dimensoes; para P? = 0 e P* # 0,
as particulas sem massa, podemos escolher k& = (1,0,0, 1) e usar a correspondéncia m

entre o grupo de Lorentz préprio e SL(2,C), que faz corresponder a k a matriz p

10
D= , (5.86)
0 0
que ¢ deixada invariante pelos subgrupos
e 0 1 n
’Y(b — ) s 7”7 = , (587)
0 e 01

Y6, ¢ real (mod 27), é uma representacao do grupo de rotacoes em duas dimensoes, en-
quanto 7,, 7 complexo, do grupo de translacoes. O pequeno grupo associado ¢, por tanto,
ISO(2) de rotacoes e translagoes em R?; para P2 = 0 e P* = (0, que representa o vacuo,
um estado sem particulas, este é o préprio grupo de Lorentz SL(2,C).

A teoria de grupos, contudo, apenas assegura que todas as representacoes irredutiveis
inequivalentes sao de dimensao finita se o grupo de Lie associado for compacto, o que gros-
seiramente significa que o espaco de parametros tem tamanho finito. Para essas, a teoria
assegura ainda que existe apenas uma colecao enumeravel de representagoes irredutiveis
inequivalentes que formam o sistema representativo. Esse é o caso de SO(3). De fato,

podemos parametrizar os seus elementos através de uma rotagao por um angulo £ em torno
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do vetor que aponta na dire¢ao (6, ¢), por tanto, a variedade do grupo é uma esfera de
raio 7, cujos pontos antipodais na superficie sao identificados. Ja podemos antecipar daqui
que necessitamos de condigoes adicionais para gerar representacoes de dimensao finita para
IS0(2) e SL(2,C). Em particular, todas as representacoes (unitarias) do pequeno grupo
do vacuo sao de dimensao infinita, exceto a trivial que manda todos os elementos do grupo

na identidadd®!] Isso nos leva ao seguinte postulado:

Postulado 2 (Condigao espectral b). O ponto p =0 é um autovalor discreto nao degene-
rado do operador P. Ou seja, existe um unico estado Wy no espaco H para o qual PVy = 0.
FEsse estado é invariante pela a¢do do grupo de Lorentz, ou seja U({A,a})Vy = V¢ para

todo {A,a} € Py

Quanto a ISO(2), a sua parte ndo compacta, associada a parte de translagoes, sé admite
representacoes de dimensao infinita, associadas as representacoes continuas de spin, exceto
pela representacao trivial. Assumimos entao que esse subgrupo é mapeado da representacao
trivial. Sobra entao a representacao de um subgrupo de rotagao em torno de um eixo. Esse
eixo resulta ser a direcao do momento linear, visto que 7, ¢ uma rotacao no plano x; — xs
por um angulo 6 = 2¢ e o vetor k£ aponta na direcao x3. Esse subgrupo tem como gerador
a projecao do spin na dire¢ao do momento, chamada de helicidade, que denotamos J3, e os
possiveis valores para a helicidade sao discretos pelo fato de todas as representagoes de 7y,
subgrupo do grupo de cobertura, satisfazerem U(¢) = U(¢ + 27), ou, equivalentemente,
U(f) = U(0 + 4m). Desse modo, os possiveis valores para a helicidade, denotada o, sdo,
pelo argumento do teorema de Stone, o = 7, n inteiro. Podemos escolher a representacao
em que Js é diagonal, todas as demais sendo unitariamente equivalentes 6(W (A, p)) sendo

o angulo de rotagao associado a W (A, p):

Ap)®\ .
UN)Vpy = (ﬂ> WA, (5.88)

0 o

p
Observe que se considerarmos apenas a representacao de PI, um unico autoestado de
J3, associado a um dado valor de o, ja produziria uma representagao irredutivel, mas se

considerarmos as inversoes espaciais, estas conectam particulas de helicidades opostas, mas

21 Isso decorre do fato de que o espectro do quadrimomento é ilimitado, implicando num operador

descontinuo, mas todo operador linear no espaco de Hilbert de dimensao finita é limitado
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nem todas as interagoes observadas na natureza obedecem tal simetria. O eletromagne-
tismo, contudo, obedece a simetria de inversao espacial, o que nos leva a considerar estados
de helicidades +1 como definindo o espaco de Hilbert dos fétons, enquanto as particulas
emitidas no decaimento beta, de helicidades :I:%, que interagem via forgas que nao obede-
cem a essa simetria, sdo consideradas particulas diferentes (neutrinos e antineutrinos).
Quanto a SO(3), pelo teorema de Stone, todo elemento é da forma e"mLi, enquanto que
[L;, Lj] = i€;j, Ly, uma dlgebra de Lie que tem como Casimir L? = Y, L?. Observe que
este Casimir ja estava indiretamente presente em , pois W = m?L?. Podemos entao
representar L; e resolver completamente o problema de representar SO(3). Representar
operadores autoadjuntos, como frisado anteriormente, comeca por representar subdlgebras
de operadores que comutam, operadores convenientes sao o préprio Casimir L?, que é
miultiplo da identidade na representacao irredutivel, e Ls. Supondo que dispomos dessa
representacao, dado um autoestado de Ls, Uy, tal que LsW;, = [3V,,, temos que L3 L4 V¥,;, =
(I3 £ 1)Ly ¥y, Ly = Ly £ iLy. uma vez que L* > L, deve existir [ tal que ¥; satisfaz

L.V, =0 e k tal que ¥, satisfaz L_W¥; = 0. Temos que

(U, L_L V) = (U, (L* — L3 — L3)¥)) = A> = [(1+1) =0 (5.89)
(U, Ly L W) = (U, (L* — L3 + L3)Uy) = A\* — k(k — 1) =0, (5.90)

l

P

que implica k = —[, quando impomos [ > k. O espectro de L3 é entao —[, —{+1,---1—1
que nos diz que a representacao do pequeno grupo ¢ de dimensao 2/ + 1. Podemos, desse
modo, definir a representacao do pequeno grupo tal que e*ii = W (A, p) e definir a matriz
D! _(W(A,p)) = e%wijMij, M2 = L3, M* = Ly e M3' = L, (observe que j& aproveitamos
da definicao anterior do tensor de momento angular em . Uma solucao analitica é

conhecida para esse problema: Coloquemos W (A, p) da forma SL(2,C), via[5.39, denotada

V', tal que
v W
v=| " | detV=ju =1 (5.91)
—Uy Uy
definamos entao
l (l + U)|(l - U)' o4o’ o—0o' oc—o',04c’ - _
DAV = \/(l +0")I(1 - (;/)1”1+ Vg~ BT (v — vyt) (5.92)

22 Observe que usamos a notacdo empregada na definicio do tensor de momento angular, de fato, uma

das subdlgebras de Poincaré é SO(3).
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em que P\ (x) s@o os polinémios de Jacobi:

(-1 o

PP (g) = 2n—n!(1 — )71+ x)_b% [(1—2)*™(1+ )], (5.93)
Sendo assim: ;
U0 = (S55) 5 D0 (VA1) e (5.94)

Observe que se tentarmos aplicar a transformada de Fourier na fungao de estado 1, (p),
que descreve o estado na base VU,u,, cuja realizacao de Lorentz é dada por e
teremos uma regra de transformacao muito complexa no espaco de posicao devido a de-
pendéncia nao trivial das matrizes D,,» com o momento. Podemos, no caso de spin 1/2,
adotar uma descri¢ao alternativa dos estados (adotando uma normalizacao N(p) = 1 em
5.79):

3+ (p) = m3 (E(p) — po)=d ¥ (p) (5.95)

N

A transformada de Fourier desta segue a regra de transformacao spinorial @:

(U(@)d)-(2) = argtp (A ()2), (5.96)

a € SL(2,C). Podemos introduzir também o spinor conjugado contravariante.

(E(p) — po)o-(p) = mx, (5.97)
cuja regra de transformacao é deduzida de maneira analoga ao footnote mas ao invés de
partir da representacao spinorial para construir uma representacao de W (A, p), partimos
da representacao contragradiente conjugada. A representacao irredutivel obtida deve ser

equivalente. Podemos entao construir a funcao de onda de quatro componentes:

) = (i) (5.98)

que no espaco de posicao satisfaz a equagcao de Dirac:

(70, +m) = 0 (5.99)

23 Observe que a representagao spinorial de SL(2,C), nao é unitaria, mas se nos restringirmos
ao subgrupo de rotagdes, SO(3), estd é e fornece uma representagdo unitdria irredutivel. Para esta,
L(p) = (E—i—ap)%, de modo que W(A,p) = L(Ap)~'AL(p) = (E' + ap’)_%a(E—i- op)?, onde p' = Ap. Por
tanto, (B’ 4+ op/)2¥(p') = a(E + op)2¥(p). Observe que (E + op)z = (E — op)~ 2.



Secao 5.2. O problema da realizagao de simetrias no contexto quantico 127

0 01 . 0 —0;
V= ;o= ; (5.100)
10 g; 0
que se transforma segundo:
(U(a)y) (@) = S(a)p (A~ (@)z), (5.101)
onde:
a 0
S(a) = (5.102)
0 ot

sendo o produto interno dessa representagao:

W)= | Vpd’x (5.103)

Observe que, ao iniciar o tratamento do problema da representagao de grupos, enume-

ramos as questoes fundamentais envolvidas no problema:

1. Como diferenciar tais representagoes?

[\]

. Quais as mais simples?
3. Quantas representacoes diferentes existem?
4. Qual a mais geral possivel?

Destas, apenas a tltima nao foi respondida pela argumentacao que se seguiu. Aborda-
remos esta questao no capitulo posterior e veremos que ela é um dos pontos centrais no
raciocinio que levou a um dos resultados originais desta tese.

Outro ponto fundamental é que afirmamos que a prescricao de Wigner determina com-
pletamente a teoria da matéria, em outras palavras, o conhecimento da representacao do
grupo de Poincaré que descreve a matéria é suficiente para descrevé-la (na auséncia de
gravidade). Por que a introdugado do conceito de campo? Como discutido no capitulo ,
o campo ¢ mecanismo através do qual o requerimento de localidade é implementado na
fisica, a teoria quantica de campos é o resultado da quantizacao de uma fisica local. Existe
mais informagao nos campos quanticos que uma representagao do grupo de Poincaré? O
campo é na verdade um passo intermediario para construir os estados do espago de Hil-

bert, onde atua a representacao de Poincaré, a partir de um unico estado, o vacuo, que
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¢é assumido fazer parte de cada representacao de Poincaré. Em outras palavras, todo o

espago de Hilbert é gerado pela expansao linear de expressoes do tipo:

/d45€1d4$2 e diay fin) fi(@e) - fi(en—a) filon) D (21) @ (22) - Pr(wn—1)Bi(n) [0)

(5.104)

onde as integrais sdo entendidas no sentido distribucional, ou seja (| ®(x)|¢) é uma

distribuicao que atua como funcional linear nas fungoes teste f; e nao uma fungao ordinaria.

Nesse sentido, dizemos que o vacuo |0) é ciclico com respeito a a¢ao dos operadores de
campo.

Se o campo é uma observavel, ele é utilizado para exprimir um requerimento adicional

na representacao do grupo de Poincaré que ocorre em fisica, a localidade relativistica:

[0:(x), d5(y)] = 0, se (x —y)* <0 (5.105)

Dado o conhecimento de U(A, a), o campo é completamente reconstruido pelo requeri-

mento de covariancia relativistica
6i(Vii(A) fi(Az +a)) = U_l(A, a)pi(x)U (A, a), (5.106)

onde Vj; é uma representagio de dimensao finita de A € SL(2,C) e [d*z¢;(z)fi(z) =
¢i(fi). Nem todos os campos sdo observéveis, apenas aqueles que se transformam por

representagoes tensoriais de SL(2,C), para as quais:
U(=1,a) =eU(1,a), €=1, (5.107)

sendo —1 a matriz de SL(2,C) correspondente a uma rotacao de 27 em torno do eixo z.
De um modo geral, ¢ = +1, mas o valor de € define subespagos coerentes, associados as
regras de superselecao. Como argumentado, observaveis deixam invariantes subespagos
coerentes, mas campos tais que € = —1 mapeiam subespacos com valores de e diferentes.
Isso ilustra o fato de que representacoes projetivas levam a regras de superselecao na teoria.
Para estes:

[Wa(@), Uay)} =0, se (z—y)? <0 (5.108)

24 Como argumentado na subsecio ¢(z) ndo é um operador no espago de Hilbert, apenas ¢(f(x)),

para a fungéo teste f(x). E possivel mostrar que a equacao d(Ax+a) = U (A, a)p(x)U(A,a), sendo ¢(z)
um operador autoadjunto num dominio D do espaco de Hilbert que contém o vicuo como vetor ciclico, s6

admite uma realizagdo: No espaco de Hilbert de dimensao 1 e satisfazendo ¢(z)|0) = const |0)



Secao 5.2. O problema da realizagao de simetrias no contexto quantico 129

O que implica que formas quadraticas em W,, as quais se transformam tensorialmente,

sendo observaveis, satisfazem [5.105]
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Capitulo 0

Espacos nao comutativos, teoria quantica e a simetria

relativistica

6.1 Introducao

Nesse capitulo, discutimos a relevancia da algebra para a fisica. Mostramos que admitir
uma estrutura matematica relativamente geral para uma teoria fisica, onde os dois ingre-
dientes bésicos sao observaveis e estados, é suficiente para langar uma descricao algébrica
das mesmas. Esta descricao algébrica é suficiente para codificar a teoria, decorre dela que
existem essencialmente dois tipos de teorias fisicas: as classicas e as quanticas, ainda que
nunca tivéssemos ouvido falar de principio da incerteza. A &algebra também se mostra
capaz de codificar a nocao de um continuo de pontos, o espaco topoldgico, estrutura ma-
temédtica que descreve o espago-tempo conforme discutido no cap. [2| bem como boa parte
da matematica que se pode fazer nele. Desta descricao algébrica, decorre uma dicotomia
similar aquela das teorias fisicas: espaco classico e espago quantico, ou, equivalentemente,
espago comutativo e nao comutativo. Exploramos aqui a formulagao da fisica sob hipdtese
de espaco-tempo nao comutativo para tratar a questao de se a fisica deste espaco é rela-
tivistica ou nao e o que, nesse contexto, se poderia entender por “ser relativistica”.

A motivacao para esta analise é que o modelo fundamental tratado nessa tese, a inflacao
nao comutativa|Alexander et al.| (2003, lancou-se na literatura como uma possivel até entao
elusiva conexao entre teoria de cordas e inflagao através de uma previsao da teoria de cordas
de que as teorias nao comutativas sao a primeira modificacao efetiva da teoria de campos
usual em altas energias. Nao apenas, a ideia de espaco nao comutativo é argumentada

por alguns autores como uma caracteristica esperada de uma teoria quantica da gravidade
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Szabo| (2010). A ideia da inflacdo ndo comutativa é que o cardter nao relativistico dessas
teorias seria o gatilho da inflagao. Apesar disso, sua formulacao original era puramente
fenomenoldgica e heuristica, carecendo de justificativas rigorosas para a questao de se suas
premissas sao compativeis ou nao com o modelo que se seguiu e se existe de fato algum
espaco-tempo nao comutativo que o implementa. A inflacdo nao comutativa é, contudo,
um modelo com vantagens conceituais em relagao a implementacao discutida nos capitulos
e [dl notadamente, consegue fazer com que a inflagdo seja consequéncia natural das leis
fisicas derradeiras, tal como se desejava ao tentar mergulhar a inflacao nos modelos de
grande unificagao, conforme o discutido na introducao. E desejavel tornar esse modelo
mais robusto e autoconsistente e que a inflacao nao comutativa seja realizavel a partir
de um cenério nao comutativo. As principais referéncias para este capitulo sao: Strocchi
(2008)), Haag (1996, Bogolubov et al. (1975), de Faria e de Melo| (2010)), |Amelino-Camelia
e Arzano (2002)), Landsman| (1998), Banerjee et al. (2004), [Sattinger e Weaver| (2010),
Douglas e Nekrasov| (2001), [Carmona et al.| (2003), Szabo (2010)), Gamboa et al.| (2001)

6.2 A abordagem das algebras C* para a teoria quantica

A ideia por tras do conceito de grupo, discutido no capitulo anterior, é que existem
ao menos duas maneiras de definir uma colegao g de transformacoes que atuam em al-
gum espago X, escolhidas dentre um conjunto maior de transformagoes inversiveis que
denotamos L(X). A primeira é especificar cada uma das transformagoes explicitamente,
a segunda é considerar essas transformagoes um conjunto G de incégnitas e definir a cha-
mada operacao de multiplicacao de grupo, que leva dois elementos dados a um terceiro
segundo regras que seguem as propriedades da composi¢ao de transformagoes em L(X),
quando entao nos perguntamos o quanto esta estrutura restringe a regra 7 : G — L(X)
que a respeita, chamada de homomorfismo. Dependendo de tal estrutura, g pode estar
completamente especificado. Um procedimento essencialmente equivalente a definir um
conjunto de equacgoes (algébricas) a determinar um conjunto de incégnitas. Este é o ponto
de vista da algebra, concentrar-se nas operacoes definidas entre os elementos como poten-
ciais provedoras de informagao para especifica-los, parte da praxe matemaética de expressar
a mesma informagao de um modo alternativo, explorando conexdes a principio nao ébvias

entre diferentes conceitos. Na nova descrigao, ocasionalmente, problemas antes intrataveis
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demonstram-se factiveis.

Nos capitulos anteriores, abordamos muitos aspectos da teoria quantica. Toda a dis-
cussao se fazia em torno da ideia de que existia um espaco de Hilbert onde estavam definidos
operadores cuja especificacao era parte do problema quantico. O conceito de C*-algebra
surge como uma maneira alternativa de falar de teoria quantica sem fazer referéncia a
espagos de Hilbert e seus operadores lineares. Para ilustrar a vantagem logica deste con-
ceito, observemos a questao da quantizacao. A principio, podemos pensar que o salto
l6gico entre a teoria classica descrita por funcoes de varidveis canonicas, por exemplo, e
a teoria quantica, descrita por operadores no espaco de Hilbert, parece demasiado con-
traintuitiva, mas, quando visto do ponto de vista das C*-dlgebras, a teoria quantica se
demonstra uma extensao natural da ideia de teoria cldssica. Sendo essas duas descricoes
dois casos particulares da mais geral estrutura matematica possivel para uma teoria fisica
apoiada em requerimentos fisicos razoaveis. Mas nao apenas, do mesmo modo que o con-
ceito de C*-algebra captura o de espaco de Hilbert, é capaz de fazer o mesmo pelo conceito
de espago topologico, o aparato matematico que captura nossas nogoes intuitivas de espaco
fisico. Com extensoes, captura ainda o conceito de variedade Riemaniana, descrigao do
espago-tempo adotada na relatividade. A C*-dlgebra é, portanto, o conceito a conectar o
continuo do espago-tempo (e muito do que se pode fazer nele) tal como o calculo diferencial
e integral e a geometria) a teoria quantica, permitindo um tipo de generalizagdo concei-
tual semelhante aquele associado a quantizacao de um sistema classico, o que conduz ao
chamado espaco nao comutativo.

Comecemos por demonstrar o poder da algebra ao codificar a descricao classica de
um sistema fisico, definindo um conjunto de operacoes entre elementos nao especifica-
dos a partir da qual é possivel recuperar o formalismo original. Com efeito, a estrutura
matematica de uma teoria fisica genérica é composta por um conjunto de estados, que
denotaremos {2, e um conjunto de observaveis, que denotaremos . Um estado deve ser
completamente definido pelo conjunto de todas as observagoes feitas nele. Se, fisicamente,
uma observavel é definida pelo seu aparato experimental, matematicamente, abstraimos
essa situacao observando que tal aparato tem como tinico propoésito produzir um nimero.
Podemos, desse modo, considerar uma observavel A € O como uma regra que leva cada

estado w € €2 num dado valor numérico, ou, alternativamente, considerar um estado como
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um regra que leva cada observavel num valor numérico w : O — R. Sendo descri¢oes
equivalentes, escolheremos esta tltima. Consideremos o formalismo Hamiltoniano, por
exemplo. O estado de um sistema ¢ especificado pelo valor de um conjunto de variaveis
canonicas I' = (g1, ,qn;p1,- -+ ,Pn). Por uma observavel, entendemos qualquer fungao
continua f(q,;p,). No formalismo que estamos construindo, definamos o estado como o
funcional que faz wr(f) = f(¢n;pn)- O que implica ainda que w(1) = 1. Podemos estender
o conjunto de fungoes/observéveis considerado permitindo que assumam valor complexo,
o que nos permite definir a operacdo de conjugacao complexa *: f* = f, que chamaremos
de involugao, caracterizada pela propriedade wr(f*) = wr(f). Desse modo, estao definidas
em O as operacoes de multiplicacao e combinacoes lineares a coeficientes complexos por
aquelas definidas ponto a ponto. O é, por tanto, uma dlgebra, um conjunto onde estao
definidas operacoes de soma e multiplicacao, entre si e por niimeros reais ou complexos.

Podemos definir uma topologia no espaco de observaveis, que define a nocao de que
certas observaveis sao “proximas”de outras, no sentido de que produzem valores préximos
para todos os estados. Fazemos isso através de uma norma ||A|| = supp |f(¢n;pn)|, isto
é, duas observaveis A; e Ay s@o arbitrariamente préximas se ||A; — As|| < €, com €
arbitrariamente pequeno. E desejavel que o conjunto de observaveis seja completo com
respeito a nogao de convergeéncia considerada. De fato, ser um espaco vetorial completo com
respeito a nocao de convergéncia da norma, o que define o chamado espagco de Banach,
significa, fisicamente, que podemos sempre construir uma sequéncia de experimentos que
produzem valores tao préximos quanto desejarmos de qualquer outro experimento em
qualquer estado, e se definirmos uma sequéncia A, de observaveis que produzem valores
numéricos convergentes para qualquer estado, estamos, na verdade, medindo alguma outra
observavel.

O conjunto de observaveis O considerado é completo com respeito a nocao de con-
vergencia definida pela norma se o conjunto dos I' = (¢,; pn), 0 espaco de fase, denotado
X, é compacto (segundo defini¢ao do footnote [14|do capitulo anterior). O produto também
é uma operacao continua nessa topologia. A continuidade pode ser mostrada equivalente
ao requerimento: ||A- Bl|| < ||A]|-]|B]|, tal como em operagoes lineares em geral. Os esta-
dos podem ser identificados com os funcionais continuos, positivo-definidos e normalizados

de O, isto é, continuo no sentido |w(A)| < ||A]|, positivo-definido significando w(A*A) > 0
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e normalizados pelo requerimento w(1) = 1 (visto em retrospectiva, a condigao de posi-
tividade ja assegura as demais). Considerar o conjunto de todos os funcionais continuos
nessa topologia nos leva a considerar um conjunto maior do que o dos pontos I'. A forma

mais geral dos estados pode, entao, ser provadaﬂ

o) = [ g )= [ 1du=1, (6.1)

onde du é uma medida de integracao positiva definida. Como du = p(z)d"qd"p, tal que
p(x) > 0 é uma funcao integravel e [ p(x)d"qd"p = 1, é uma possivel medida de inte-
gracao, esta extensao do conjunto de observaveis nos leva a considerar as distribuicoes
de probabilidade no espaco de fases, fundamentais na descricao estatistica da mecanica,
mas nao apenas, ¢ também a descricao de que um dado processo experimental produz um
estado sujeito a incertezas experimentais, ou seja, dois estados produzidos pelo mesmo
processo podem ter medidas de um dado observavel ligeiramente diferentes, apesar de, a
principio, essa imprecisao poder ser tornada arbitrariamente pequena. A um estado de
incerteza nula chamemos de estado puro. Que podemos produzir estados experimen-
talmente apenas sugere que podemos de algum modo influenciar a dinamica do mundo
que observamos. Mais geralmente, as medidas de integracao podem ser mostradas em
correspondéncia biunivoca com as distribui¢oes positivo-definidas, isto é, dada uma dis-
tribuicao ¢ tal que (¢, f) > 0 para toda funcao teste f > 0, [duf = (¢, f) e vice versa.
Nesse caso, observe que toda distribuicao positiva definida é obtida de um limite da forma
(¢, f) = limyoo [ dqd"ppn(2) f(z), po(z) > 0, uma fungdo infinitamente diferencidvel
de suporte compacto, sendo o limite convergente para toda funcao teste f. A medida de
integracao que é igual a 1 em todo conjunto mensuravel que contém o ponto I' e zero em
todo que nao contém, que equivale a delta de Dirac §(x — I'), reproduz os estados wr.
Observe que ||A]| = sup,, |[w(A)|. De modo que a nogao de proximidade, ou topologia, pre-
viamente definida é equivalente a dizer que duas observaveis A e A,, sdo arbitrariamente
proximas quando o estado a produzir o maior valor numérico em mddulo na diferenga
A — A, é arbitrariamente pequeno, ou seja: sup,|w(A, — A)| < e. Observe ainda que
|| AA|| = A

E quanto a dinamica? A evolucao do sistema classico é totalmente definida pela Ha-

! Teorema de Riesz-Markov [Strocchi| (2008)
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miltonia H (g,;pn) e pelas equagoes de Hamilton:

oH . oH

.n:—en:—_.
q p a4,

5. (6.2)

Sob condigoes de regularidade e extensao da dinamica para todo t, estas permitem definir

uma transformacao de um parametro no espaco de observaveis O nele mesmo:

Q f(Gn; Pn) = f(qn(t); pa(t)). (6.3)

Essa transformagao define o que se chama de x-automorfismo de um parametro t, que
é uma transformacao bijetiva oy que satisfaz a0 = ay4¢ (regra de composicao), preserva
toda a estrutura algébrica considerada, ou seja: é linear; preserva o produto: o (AB) =
ai(A)ay(B); preserva normalizacao: ay(1) = 1; e preserva involugao a;(A*) = a;(A)*. Sob
essas condigoes, pode-se mostrar que ela ainda preserva a norma. Observe ainda que, sob
continuidade da evolucao Hamiltoniana , w(ayA) é continuo para qualquer estado. A
essa propriedade chamamos de continuidade fraca.

Suponhamos agora que nao sejam especificadas as fungoes f(q,;p,). Temos entao
apenas um conjunto de simbolos que podem ser somados, multiplicados por nimeros com-
plexos e multiplicados entre si por um produto associativo, i.e. (a-b)-c = a- (b ¢),
e comutativo, i.e., a -b = b-a. Temos ainda a operacao de involucao, que ¢é antilinear
(A+ B)* = A* + B*, (MA)* = MA* e tal que (AB)* = B*A* e (A*)* = A. Temos uma
norma que associa um valor ||A|| satisfazendo as propriedades que definem uma norma:
1Al = 0 e [[A]] = 0 <= A = 0; [[AA[| = |A]- ||A]], para A complexo; |[A+B|| < |[A]|+]|B]].
E essa norma é tal que O é completo com respeito a eld?| o produto é continuo e ainda
satisfaz ||A*Al| = ||A]|>. O que acabamos de definir foi uma C*-dlgebra comutativa.

Juntamente com a C*-algebra comutativa, descri¢ao algébrica das observaveis, temos os
estados, como funcionais lineares continuos, positivo-definidos e normalizados. Na verdade,
é possivel mostrar que, numa C*-algebra com identidade, w(A*A) > 0 (positividade) se e
somente se w é limitado e ||w|| = w(1). Desse modo, basta apenas assumir a positividade,
podemos sempre normalizar o estado dividindo-o por sua norma. Nessa formulacao, distin-

guimos dois tipos de estado: o puro, que nao pode ser escrito da forma w = Aw; + (1 —\)ws

2i.e. dada uma sequéncia a,, de elementos, se lim, o0 ||@nim — an|| = 0 para cada m > 0, entdo existe

um ¢ tal que lim,_, ||an, —al| = 0.
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para wy,ws estados normalizados (de certo modo, linearmente independente de qualquer
outro estado). E os estados fiéis, tais que w(A*A) =0< A = 0.

Decorre que o espago X e o conjunto de fungbes complexas continuas f(q,;p,), bem
como o conjunto de todas as evolucoes Hamiltonianas, podem ser recuperadas a partir da
informacao especificada acima. Ou seja, operagoes algébricas definidas entre os elementos
codificaram completamente a formulagao Hamiltoniana. Este é o chamado teorema de
Gelfand-Naimark. O conjunto de todas das possiveis dinamicas se traduz no conjunto
de todos os *-automorfimos continuos de um parametro. Em certo sentido, a C*-algebra
comutativa define um sistema de equacoes que pode ser resolvido de modo a determinar
o conjunto de incégnitas f(gn, p,) unicamente e para o qual é assegurado que exista uma
solucao.

De fato, se observarmos bem, os funcionais lineares associados aos pontos I' possuem
um peculiaridade: sao multiplicativos, isto é, wr(AB) = wr(A)wr(B). A ideia do teorema
Gelfand-Naimark ¢ mostrar que sempre existem funcionais lineares multiplicativos,
cujo conjunto denotamos Y (A), em qualquer C*-algebra comutativa A e que estes re-
constroem o conjunto dos pontos e a topologia de X, bem como permitem representar os
elementos da C*-algebra como fungdes continuas no conjunto ¥(A), com o valor w(A) no
ponto w € X(A). A essa funcao chamamos de transformada de Gelfand, A. A topolo-
gia do espaco é reconstruida especificando-se as vizinhancas de cada ponto. Dado um con-
junto A;, i = 1,..,n definimos uma vizinhanga Uy, (m, €) = {m € X(A) : [m(A;) —m(A;)| <
e, i=1,---,n}dem € X(A), ou seja, dois pontos em 3(.A) sdo préximos se produzem
valores préximos ao atuarem em qualquer elemento A € A. Faz parte da demonstracao
do teorema de Gelfand-Naimark mostrar que, com essa topologia, ¥(.4) é um espago to-
polégico compacto e as transformadas de Gelfand mapeiam a C*-algebra no espaco de
fungdes continuas em X(A), C(3(A)), de maneira a preservar a norma e toda a estrutura
algébrica, ou seja, de modo zsométrico e isomorfico. Um ponto fundamental do es-
quema é que o conjunto dos funcionais multiplicativos ¢ inteiramente reconstruido a partir
da regra de multiplicacio da &lgebra. E notdvel que, se o espaco X tiver buracos, ou
outras propriedades intrinsecamente topologicas, as funcoes definidas em X conterao essa
informacao.

Feita a identificagao dos pontos do espaco com os funcionais multiplicativos se
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escreve como:
w(A) = / w(A)dp, (6.4)
2(A)
que, comparando-se com [5.58] permite uma identifica¢ao entre os autoestados generalizados
e os funcionais multiplicativos.

Com respeito a dinamica, o teorema de Liouville nos diz que, sob a evolucao Hamiltoni-
ana, a medida de integragao dp; - - - dp,dq, - - - dg, é invariante. Por outro lado, as medidas
de integracao definem os estados via Para cada *x-automorfismo continuo (), po-
demos definir uma transformagao linear o que evolui os estados: w(wA) = (fw)(A).
Observe que essa definicao leva funcionais multiplicativos em funcionais multiplicativos,
logo, af leva pontos em pontos. Supondo w multiplicativo, (a;jw)(A) é continuo se e so-
mente se (jw) for uma curva continua em X = X(A). Além disso, w(A) = (ofw)(A)
significa que (o A)(I") = (A)(;T'), sendo I" o ponto de X correspondente ao funcional w, o
que implica que a; A é da forma Observe que acabamos de definir uma transformagao
continua dependente do parametro ¢ que leva cada ponto de X ao longo de uma tnica curva
(curvas que nao se cruzam) e que leva os conjuntos mensurdveis .4 em novos conjuntos
mensurdveis A’ e tal que [, 1du = [, 1dp, tal como prevé o teorema de Liouville.

Antes de introduzirmos uma generalizacao do formalismo anterior, ainda inspirada
por formalismos considerados em fisica, enunciemos uma importante conclusao: Sob certas
hipoteses, qualquer conjunto de observaveis fisicas O pode ser representado por um conjunto
de operadores autoadjuntos no espago de Hilbert.

Na descri¢ao acima, postulamos que uma teoria fisica tem uma estrutura matemaética
constituida de estados e observaveis. Decidimos ir além multiplicando e somando ob-
servaveis entre si e por numeros complexos. Porque dispunhamos de um formalismo
Hamiltoniano, essas operacoes podiam ser definidas de um modo natural. Se nao dis-
puséssemos de tal formalismo, esta estrutura algébrica ainda teria alguma motivacao fisica?
De fato, uma observavel A leva o estado w no ntumero real A\, que podemos denotar
Alw) = w(A) = A. Uma regra que, em ultima anélise, é definida pelo observador que
interpreta o instrumento de medida. Podemos entao definir a multiplicagao por ntimeros
complexos, produtos e combinacoes lineares de poténcias de A como o operador que leva
o estado w na mesma fungao de A, por exemplo, se A(w) = \, A%(w) = A\?, mas nao para

quaisquer estados, apenas para estados puros, isto é, aqueles que sao produzidos por algum
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procedimento experimental de tal modo que a medida de A é sempre a mesma. Aqui, todas
as operagoes sao realizadas com nimeros adimensionais. Podemos definir uma involucao
que nos diz apenas que as observdveis produzem valores reais: w(A) = w(A) = w(A*),
que implica A = A*. A nocao de norma, assim como no caso Hamiltoniano, poderia
ser definida como sup,|w(A)|, que j& coloca automaticamente as observaveis satisfazendo
lw(A)] < |]A]], w(A*A) > 0 e w(l) =1, onde 1 é a observéavel que produz o mesmo valor 1

em qualquer estado. Aqui, estd implicita a hipotese
supy|w(A)| < oo. (6.5)

Significando que a medicao de uma observavel em qualquer estado é limitada. Essa li-
mitacao estd associada ao fato de que observaveis correspondem a construgoes experi-
mentais e tais construgoes tém limites intrinsecos, o resultado de uma medi¢ao pode no
maximo produzir um valor finito. Vejamos mais adiante, como partindo de construcoes
com remover essa limitacao.

Definidos desse modo uma C*-algebra comutativa, A4, gerada por uma tnica ob-
servavel. Vejamos agora um maneira alternativa de representar essa C*-algebra.

Pelo teorema Gelfand-Naimark, A é um elemento de uma algebra de fungoes continuas
definidas em ¥(A). Que conjunto seria esse? Para dar essa resposta, definamos um
conceito muito familiar: o espectro o(A) do elemento A na C*-dlgebra A. Definido como
o conjunto dos nimeros complexos A tais que (A — Al) nao possui uma inversa. Observe
que essa definicao é equivalente a definicao de espectro dos operadores lineares de um
espaco de Hilbert e enfatiza o papel da multiplicacao na sua definicao. E possivel mostrar
que esse conjunto é nao vazio para todo elemento A € A e, além disso:

sup Al = || Al (6.6)
A€o (A)

Ocorre ainda que, dado A € A, A € 0(A) se e somente se existir um funcional multiplicativo
linear m € X(A) tal que:
m(A) = \. (6.7)

Por tanto, A pode ser entendida como uma funcao definida no seu espectro, pois se exis-
tissem dois funcionais multiplicativos, m; e mqy tais que my(A) = ma(A) = X € 0(A), eles

seriam iguais em toda C*-algebra. A é, por tanto, representada como a funcao que leva
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o ponto A € o(A) no valor A\. E quanto aos estados? Sao definidos por uma medida de
integragao positivo-definida e normalizada no espectro. Desse modo, w(A) = fa( A) Ad i,
Podemos escolher um estado fiel, ou seja, tal que wp(A*A) =0 < A = 0, que corresponde
a medida dup. Mostraremos mais adiante que este estado sempre existe. Observe que
podemos escrever outros estados w da forma w(A) = fU(A) Ap(z)dpg, p(z) > 0 e integravel.
Por tanto, A admite uma representacao como um operador autoadjunto num espaco de

Hilbert, de tal modo que os estados, atuando nas observaveis, se escrevem da forma:

w(A) = (V]| A|P) = / U(AN)AV(N)dpp. (6.8)
o(A)
Na verdade, qualquer outro estado pode ser obtido através limites convergentes do tipo
(compare com [5.55)):

w(A) = lim Apn(x)dpp (6.9)

n—oo O'(A)
O estado ¥ poderia ser definido como ¥ = €W, /p()), para qualquer §()\) integrével.
Medidas de integragao permitem tratar um espectro continuo ou discreto no mesmo for-
malismo.

Uma observavel poderia ser definida como um conjunto de nimeros, resultado da sua
medida em todos os estados. Apenas mostramos que podemos sempre reunir esse conjunto
de niimeros num operador autoadjunto e essa construcao se torna necessaria para dar
conta de incertezas experimentais na construcao de estados, ou a formulagao estatistica da
mecanica.

Por tanto, o formalismo anterior nos diz que podemos representar A como operador
autoadjunto num espaco de Hilbert. Idem para qualquer outra observavel B € O, que deve
atuar no mesmo conjunto de estados. Assim sendo, podemos sempre definir um conjunto
de observaveis como um conjunto de operadores no espaco de Hilbert, definindo a sua soma
e produto a partir das suas respectivas representacoes no espaco de Hilbert. O objetivo
da definicao dessa estrutura algébrica seria recuperar a representacao dos operadores a
partir da informacao algébrica. Comparando o formalismo quantico usual o com que
estamos definindo aqui, observamos que a medida de uma observavel A num estado é
na verdade o valor esperado, que é deterministico, e essa defini¢ao é conveniente, pois, por
erros intrisecos ao processo de medida que gostariamos de excluir da definicao da medida,

é conveniente definir o resultado de uma medida, nao como o resultado de uma experiéncia
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particular, mas sim de uma média de um nimero arbitrariamente grande de repeticoes do
experimento.

Observe que o formalismo desenvolvido d4 ainda uma nova interpretacao para o au-
toestado generalizado [5.55, um funcional multiplicativo da C*-dlgebra gerada por
A = A*. Observe ainda que coloca uma observavel A numa forma que sé existe
um autoestado generalizado linearmente independente para cada autovalor. De fato, nao
mais que isso seria necessario se sé existisse uma observavel na teoria, pois nao teriamos
condigoes de distinguir autoestados generalizados diferentes, a nao ser se produzissem valo-
res diferentes para alguma outra observavel. Mas poderiamos gerar outras representagoes
da observéavel A, na qual a mesma é o operador multiplicagdo 6(\) # A real, definida no
compacto X, cujo espectro seria o conjunto dos pontos A tal que (6(\) — A) ndo possui
inversa, ou seja, ¢ igual a 0. Essa funcao poderia ter maximos e minimos de modo a ter
mais que um autoestado generalizado para cada A. Toda essa discussao nos mostra um
possivel generalizagao da C*-algebra: a regra de multiplicacao das observaveis poderia,
assim com a multiplicacao de operadores lineares num espacgo de Hilbert, ser nao comuta-
tiva. Definimos entao a C*-dlgebra nao comutativa, pela mesma definicao, mas, cujo
produto associativo é nao comutativo.

Em resumo, C*-dlgebra comutativa faz corresponder um tinico espaco topoldgico com-
pacto. A correspondéncia entre espacgo e algebra foi explicitada. Diferentemente da abor-
dagem convencional da geometria na qual definimos primeiro o espaco e depois fungoes
no espaco, tal como no capitulo [2, podemos primeiro definir as fungoes e o espago estaria
implicitamente definido. No caso nao comutativo, nao mais podemos encontrar um espaco
topoldgico X associado a C*-algebra, tendo entao o espago nao comutativo. Conforme
detalharemos adiante, resta ainda uma caracterizacao que ¢é valida tanto no caso comuta-
tivo, como nao comutativo: a interpretacao dos elementos da C*-algebra como operadores
limitados no espaco de Hilbert.

A ideia de que o espaco-tempo deveria ser substituida por varidaveis nao comutati-
vas remota a Heisenberg numa tentativa de regularizar integrais divergentes na Teoria de
Campos Snyder| (1947)). O sucesso do programa de renormalizacao descartou essa ideia.
Contudo, desenvolvimentos na teoria de cordas e teoria M sugerem que o espago-tempo

nao comutativo deveria exercer papel proeminente na fisica da escala de Planck (Connes
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et al.| (1998)). Mais ainda, heuristicamente, poderiamos esperar que a teoria final da gravi-
dade quantica deveria incorporar algum tipo de principio de incerteza entre coordenadas
espaciais [Doplicher et al.| (1995), uma vez que localizar uma particula arbitrariamente
no espaco, de acordo com a mecanica quantica, requer experimentos com particulas de
energias arbitrariamente altas, que, de acordo com a relatividade geral, poderia criar um
horizonte de eventos sobre a medida, o que a invalidaria.

Uma vez entendido que a formulacao de C*-algebra das observaveis fisicas é uma li-
berdade de formulagao, andloga a liberdade de formulagao tensorial da fisica, o grande
salto conceitual da mecanica quantica é a constatacao de Heisenberg de que a dlgebra de
observéveis é nao comutativa [l

Como se daria a dinamica no caso de uma C*-algebra nao comutativa? Como no caso
comutativo, um *-automorfismo continuo de um parametro t. Esse requerimento diz tdo
somente que a medida de observdveis em estados muda continuamente com o tempo e que
observdveis sao mapeadas em observdveis.

Temos entao que, da condicao de que estados continuam normalizados durante a

evolugao, (U] a1 |W) = (V| 1|¥) para todo ¥. Que pode ser reescrita da forma
(W] onl [0) = (VU ()U (1) [¥) (6.10)

visto que a regra de transformacao das observaveis se traduz na regra de transformacao
dos estados. Somando a isso o fato de que a transformagao pode ser invertida, U(t) é
unitario. A continuidade fraca e a propriedade «a; o ap = 1y, implicam, pelo o teorema

de Stone [3] que U(t) = e~*:
(U] oy A W) = (U] e Ae™ 1 |0) (6.11)

Assim sendo, numa C*-dlgebra nao comutativa, todo *-automorfismo define uma ob-
servavel e vice versa. Podemos assumir a evolucao diferenciavel, ao invés de simplesmente

continua (visto que a diferenciabilidade da dinadmica provavelmente nao seria experimen-

3 Nesse ponto, essa afirmacao tem, a principio, um significado fisico bem definido: determine o operador
autoadjunto correspondente a cada observavel, medindo o resultado da observagao em cada estado possivel,
e verifique a regra de multiplicacao entre estes, visto que estes operadores atuam no mesmo espago de

estados.



Secao 6.2. A abordagem das dlgebras C* para a teoria quéntica 143

talmente determindvel). Nesse caso:

d .
Ew(atA) = —iw([H, A]) (6.12)

Observe que se a algebra A é comutativa, [6.11] ainda sim é vélida, uma vez que [6.3] é
uma transformacao unitaria, mas se H € A, é trivialmente constante. Por tanto,
H ¢ A. Mas podemos escrever a evolugao das algebras comutativas de um modo que

envolve apenas observaveis da algebra:

d
Jw(and) = w({H, A}), (6.13)

que também exprime a dualidade entre possiveis dinamicas e observaveis.

Assumindo a nao comutatividade, se deduzirmos a regra de multiplicacao, a matematica
que desenvolveremos adiante nos dird quais sao os operadores correspondentes as ob-
servaveis, a menos de uma questao de unicidade. A fisica classica se baseia na comutati-
vidade da dlgebra de observaveis, enquanto o paradigma quantico na nao comutatividade.
Isso sugere que, em certo limite, a teoria nao comutativa se comporta como uma teoria co-
mutativa. Tentemos determinar a teoria nao comutativa que reproduza o comportamento
classico. Suponhamos o seguinte requerimento: Suponha A; uma familia de um parametro
de C*-algebras, parametro que chamaremos convenientemente de h, h > 0. Para cada h
e cada elemento Ay € A, existe uma correspondéncia que mapeia Ay em um elemento
Ay € Ay Do mesmo modo, para cada estado wy de Ag existe uma correspondéncia que
o mapeia no estado wy € Ay. Ambas as correspondéncias podem ser consideradas sobre-
jetivas, o que significaria dizer que cada observavel e estado quanticos tem um analogo

classico no limite A — 0. Essa familia aproxima a teoria classica da seguinte maneira:

Flil—% wh([Ah, Bh]) =0 (614)

e dada a correspondéncia entre dinamicas e observaveis, estabelecamos a regra:

lim wh(agh)Ah) = wo(ago)Ao), (6.15)
h—0
para todo estado wy na algebra classica comutativa. Observe que, sendo a(()o)’(h) =1, 0 que
pode ser assumido sem perda de generalidade, [6.15] implica que:
lim wy(Ar) = wo(Ao). (6.16)

h—0
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Chamaremos a regra Ay — A; de quantizacao.

A condicao nos leva a [}

. d ) d
}gr(l) Ewh(ay)flﬁ) = Ew(ago)/lo) (6.17)

que nos leva a:

lim wy,(—i[Hp, Ar]) — wo({Ho, Ao}) =0

h—0

lim wy,(—i[Hp, Ar] — {Ho, Ao}r) =0,

h—0

(6.18)

onde empregamos [6.16}

Mas vemos aqui que implicaria que wo({Hy, Ao}) = 0 para todo wy, que trivial-
mente implicaria que todos os elementos de A, sdo nulos. Podemos, contudo, sem perda de
generalidade, assumir que a dinamica classica gerada por Hy é aproximada pela dinamica

quantica gerada por %, que implica entao em:

. HHAL
o (25— ) =0 019
para todo wy,, que implica em:
: Hp, Ay
lim (% - {Ho,Ao}rz) =0 (6.20)

Essa é justamente a prescricdo de Dirac para a quantizacao (principio da corres-
pondéncia):

[fn: g0 = ih{ f. g}, + O(R?). (6.21)

6.3 Teoria quantica sob hipétese de espaco-tempo quantico

Observe que, em toda a deducao, h era um parametro adimensional, o que fisicamente
corresponderia a medir A em alguma unidade conveniente com dimensao de agao. Ob-
serve ainda que chegamos a esse resultado sem considerar o principio da incerteza de

Heisenberg, assumindo apenas que existe uma C*-algebra nao comutativa que aproxima

4 Observe que, matematicamente, o limite nao implica que o mesmo é valido para as derivadas, a
menos que exista uma convergéncia uniforme das derivadas. Mas, ao introduzir uma topologia no espago
das dindmicas, devemos assumir que, possivelmente, o grau de diferenciabilidade nao é uma observavel

fisica, de modo que podemos assumir convergéncia como aquela das fungoes teste.
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(no sentido considerado) uma C*-dlgebra comutativa. Isso justifica o procedimento de
quantizacao canodnica ser aplicado também para campos, conforme o aplicado na teoria
de perturbacoes cosmoldgicas na subsegao do capitulo [} ainda que sem respaldo ex-
perimental semelhante aquele do principio da incerteza. Na prescricao original de Dirac,
O(h?) era identicamente nulo, o que, conforme j& argumentado na referida subsecao, é pro-
vado nao poder ser satisfeito. Observe que nao determina completamente a regra de
quantizagao, desse modo, justifica também deformacoes das mesmas regras de quantizacao
canonicas, como a adotada em Carmona et al.| (2003)) para quantizagao do campo escalar

relativistico complexo ®(z) = ®q(z) + iPo(2):

[@(2), ®;(y)] 1.1, = ie;O (x — y)
[IT(2), 1 ()]s, = O (6.22)

ILi(x), @ (y)]r.r. = i0;;hd (2 — y),

onde €;; ¢ o simbolo de Levi-Civita totalmente antissimétrico, T'.1. significa que o comutador
¢é tomado em tempos iguais, ®;, ¢ = 1,2 sao os componentes do campo complexo bosonico
livre, II; seus respectivos momentos canonicamente conjugados e o termo © é assumido
ser muito menor que A, de modo que leva a uma modificacao na teoria de campos que se
manifesta numa escala de agoes (dimensao de #) muito menor que i. Assim sendo, podemos
reescrever sem perda de generalidade: © = A?0. Essa prescricao, embora produza a teoria
classica de campos no limite A — 0, produz uma teoria quantica nao relativistica.

Até entao, em nossa analise, todas as observaveis tém sido representadas por operado-
res limitados. Essa restricao significa que a medida de uma observavel é limitada, ou seja,
produz um resultado méaximo finito. E quanto a observaveis como posicao e momento,
que a principio podem assumir valores ilimitados? Na descricao Hamiltoniana, restricao
andloga se manifesta na restricao do espago de fases a uma regiao compacta, que pode
entao ser recuperada algebricamente. Essa restricao nao é um problema se a Hamiltoniana
considerada restringe a dinamica a essa regiao (todas as Hamiltonianas consideradas obti-
das por consideragoes algébricas como as discutidas tém essa propriedade). Como remover
essas restrigoes?

Para recuperar todo o espago de fase e nao apenas uma por¢ao compacta dele, podemos

recorrer a uma construgao que decorre da observacao de que um espago nao compacto, tal
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como RV, é a unifio de uma colecdo infinita de compactos X,, n = 1,2,3---. Podemos
assumir X; C X;, ¢ < j. A descrigao algébrica de RY deve estar contida na dlgebra
das fungoes complexas em RY, C(R¥), mas precisamos dar uma descricao algébrica para
estas que nos permita utilizar o formalismo anterior, o qual s6 permite recuperar espacos
compactos. Podemos considerar C(R") uma uniao de C*-dlgebras A;, tal que A; C A;,
ou seja,

A=A (6.23)

Aqui, A; estende A; do seguinte modo: admitamos que existe um identificacao entre cada
elemento A; € A; e algum elemento A; € A;, j > 4, tal que para cada estado w; de A; existe
um estado w; de A;, tal que w;(A4;) = w;(A;). Para tanto, basta que exista um tinico estado

w! fiel, isto é, wf(A*A) > 0 para todo A # 0, A € A;, que faga corresponder um estado

Wi

N nao fiel em A; tal que w}"(A;) = w/ (A;). Nesse sentido, cada um dos A; representa

as funcoes continuas no compacto X; C RY. No mesmo sentido, estendemos a nocao de
observavel de modo a remover a restricao de um limite superior da medicao, identificando
certas construgoes experimentais como extensoes de outras, ou a algebra gerada por elas,
como extensoes da algebra gerada por outras. Nesse sentido, embora cada construcao
experimental tenha o seu limite intrinseco (superior e inferior) de medigdo de uma dada
observavel, tal como a posicao, a principio, é possivel melhorar a construcao de modo a
aumentar o limite superior e/ou diminuir o limite inferior. Assim sendo, tais observaveis,
como posicao e momento, ainda tém a interpretagao de operadores autoadjuntos, sé que
ilimitados. De modo equivalente, podemos definir a C*-algebra de maneira idéntica, mas
trocando uma tnica norma por uma familia infinita enumerével de seminormas [] || - |;,
i=1,2,--- tais que ||4][; > ||A]|; se j > 1.
Assim sendo, o principio da incerteza de Heisenberg:

h
onde (A,A)? = w ((A —w(A))?), considerando o seguinte resultado para operadores auto-

adjuntos:

(AuA)BB) > SJu([A, B)) (6.25)

® Satisfaz todas as propriedades da norma, exceto ||A|| =0 < A =0.
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e assumindo que ¢ independente do estado w, implica que [A, B] é miltiplo da iden-
tidade. Sendo ¢ e p autoadjuntos:

(Gi, pj] = ihdy;. (6.26)

A consideracao de operadores ilimitados para realizacao do principio da incerteza é ine-
vitavel, pois 0 mesmo nao poderia ser implementado sem a hipétese de pelo menos um dos
operadores envolvidos ser ilimitado.

Para completar o processo de quantizacao a partir do principio da incerteza, precisamos
gerar a algebra das observaveis. Uma das possiveis prescri¢oes compativeis com [6.20] é a

chamada quantizacao de Weyl, que ¢é definida pelas relagoes (aqui, denotamos f o

operador correspondente a fungao classica f):

1 ~ .
far) = gy [ Fln )
a.5) = oy [ Fln ) Diar (6:27)

pilnd+vp) _ ei%ewqewﬁ’
onde aplicamos a formula de Baker-Hausdorff:
eteP = ABalABl - esde que [[A, B], A] = [[A, B], B] = 0 (6.28)

e a algebra ¢ do tipo , sendo a dlgebra A; obtida fazendo-se f(g, p) um fungao com
suporte em [—j, +j] X [=7, +j]. Chamaremos a regra W flg,p) — f(cj,ﬁ) quantizacao de
Weyl (Veja as propriedades [1| a |5 na subsegao .

Nesse ponto, ja esta claro que um espaco-tempo nao comutativo é obtido pela modi-
ficacao da C*-algebra comutativa das fungoes continuas do espago-tempo de modo a obter
uma versao nao comutativa. Podemos partir de uma relagao tal como [z#, z¥] = 1O # 0
e obter tal dlgebra por um esquema andlogo a quantizacao de Weyl. Como definir a teoria

quantica no espago nao comutativo? Podemos postular (ainda em acordo com [6.20)):

(2", 27] = ih*OY
o ) (6.29)
[z',p] = ihd¥
apés o que, definimos a quantizacao via [6.27]

Este esquema de quantizacao deformada é tratado em varios trabalhos, como por exem-

plo (Gamboa et al. (2001)), sendo |(Carmona et al.| (2003), definido por uma possivel
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generalizagao da proposta para tratar o caso de quantizacao de campos. No caso [6.29, o
teorema de Von Neumann ainda nos permite tratar o problema da sua realizacao, pois este
teorema afirma que, num espaco de Hilbert separavel para cada :
oo oo
r' = Z@UﬁleN ep = Z@UglpUN, (6.30)
N=0 N=0

onde Uy é um conjunto de transformagoes unitérias e (z, p) é um representagao irredutive]ﬂ
de (sendo todas unitariamente equivalentes entre si) ﬂ Podemos também aplicar m
no caso ©Y constante, o que se chama de nao comutatividade canénica, que se torna

trivial fazendo-se 7:
1

T =1+ %Hijpj (6.31)
que nos leva a:
[xiCa x]C] =0, (6.32)
(2, p'] = ihd"

Faz parte da definicao da teoria que a realizagao de deve ser ser escolhida irre-
dutivel (conforme defini¢do na subsecao . Observe que isso nao implica que, para
cada i, (2%, p’) forma uma representagao irredutivel da dlgebra de Heisenberg, por isso a
representacao redutivel

Uma vez que o campo ¢é o ingrediente essencial na implementacao do requerimento da
localidade em fisica, conforme discussao no capitulo [2, é desejavel definir a quantizacao de
campos no espago-tempo nao comutativo, uma teoria que, no limite semiclassico, comporte-
se como uma teoria local. A filosofia dos espagos nao comutativos diz que apenas conceitos
algébricos formulados em termos da C*-algebra comutativa tém a chance de serem genera-
lizados para o caso nao comutativo. Felizmente, a teoria quantica de campos é construida a
partir da algebra dos campos classicos. Substituimos, entao, essa algebra por aquela gerada
pela quantizacao de Weyl sob a hipdtese [z#, 2] # 0. Esta édlgebra pode ser represen-
tada como uma algebra de operadores no espaco de Hilbert, mas podemos utilizar a quan-
tizacao de Weyl para definir um isomorfismo entre tais operadores e a algebra das fungoes
ordindrias no espago-tempo com um produto modificado nao comutativo. Com efeito, [6.2

j& é uma correspondéncia linear e isométrica (||f(q, p)|| = supg |f(q,p)| = |[W (f(g,p)|l,

6 Veja definicdo de irredutibilidade em [5.2.3
" Veja a definicio de soma direta no footnote [3| do capitulo
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em que [|W(f(¢.p)¥| < |[W(f(q,p)||-||¥||). Falta apenas tornar a correspondéncia
isomoérfica, ou seja, preservar o produto, mas isso é feito modificando-se o produto das

funcoes de tal modo que:
W(f)-W(g) = W(f*g). (6.33)

Temos desse modo uma auteéntica realizacao da C*-algebra. A operacao x é conhecida
como produto estrela. O que fazer com essa algebra? Uma proposta é modificar a acao
dos campos |Douglas e Nekrasov| (2001, dada que uma vertente da teoria de campos assume

que toda teoria quantica ¢ determinada pela acao:
1 m? 4 1 m? 4
S = 5@@8‘@ — TCINI) dx — S = §8H<I> *OHD — 7@ *® | d'x (6.34)

Na expressao acima, tanto a derivada como a integral sao expressas através das operagoes
da &lgebra C*. De fato, é possivel mostrar que as derivadas parciais na algebra A de
fungoes suaves no compacto K C R", ou mesmo em R", sao unicamente determinadas

pelas seguintes propriedadesﬁ:
1. Oi(aA+ BB) = a0;(A) 4+ 50;(B) (linearidade);
2. 0;(A-B)=0;(A)- B+ A-0;(B) (regra de Leibniz);
3. 0,20 = 55;

Sendo que [3| pode ser substituida por [0;,0;] = 0, de modo que o teorema de Frobenius
(referenciado na vizinhanga de [2.30)) implica que existe uma mudanga de coordenadas na
vizinhanca K de cada ponto tal que 0; satisfaz [3] nas novas coordenadas.

A integral é inteiramente codificada pelas propriedades H:

8 Demonstremos o caso n = 1, ndo ha complicacdo adicional no caso geral. Pelo teorema do valor
intermedidrio: f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + 3 f”(c)(x — a)?®, ¢ € (a,z). Pela linearidade: (9f)(a) =
A(f(a))(a)+3(f'(a)(z—a))(a)+d(% f"(c)(x—a)?)(a), mas pela regra de leibniz d(cte) = 0 e A(1 f"(c)(z—
a)?)(a) = 2(z — a)d(3 f"(c)(z — a)), o que implica que o terceito termo em (9f)(a) é zero no ponto = = a.

Assim sendo (9f)(a) = (f'(a)0(x))(a).

9 Aqui, assumimos que as funcbes sdo diferencidveis e tem suporte compacto K, em geral, as funcdes
diferencidveis da C* dlgebra em K nao tém essa propriedade, mas podemos estendé-las de maneira dife-
rencidvel para um compacto K’ O K de modo a satisfazer isso, sendo a medida de K’/ — K arbitrariamente
pequena. Demonstremos também no caso n = 1, assuma K = [0, 7], o que ndo é uma restri¢ao, visto

que podemos realizar uma mudanca de coordenadas de modo que o suporte da funcao esteja contido em
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1. [ é um operador linear limitado;
3. [[A,B]=0;

mais uma vez demonstrando o poder da algebra de codificar outros conceitos, podemos
simplesmente assumir A uma C*-algebra comutativa (ou um limite do tipo e recu-
perar o calculo integral e diferencial. A propriedade [3| é redundante no caso comutativo.
Essa propriedade nos diz que a integral é na verdade o traco dos operadores A. De fato,
considere a algebra das matrizes de dimensao n finita, um exemplo de C*-algebra, que
denotaremos M (n). Suponha uma operagao satisfazendo [I| e , atuando num elemento
autoadjunto A € M (n). Sabemos que existe uma transformacdo unitaria U € M(n) tal
que A = U diag(\1,- -+, \,)U. Pela propriedade , [ A= [diag(\,--- ,\,), mas esta é
linear por , logo [A=)" ; c;\;j. Mas existe outra transformacao unitdria Us que permuta
a ordem dos autovalores, de modo que [A=¢})" i Aj = cI'r(A). Isso implica que s6 existe
uma integral em dimensao finita, a menos de uma normalizagao, apesar da propriedade
2| De fato, em dimenséo finita, toda derivada é da forma dpA = [B, A}, de modo que
equivale a2 No caso de uma C*-dlgebra genérica, dado um elemento autoadjunto, existe
uma transformacao unitaria que o mapeia numa fungao continua num compacto, [3| nos diz,
por raciocinio analogo, que a integral é um funcional linear continuo dessa func¢ao, onde
empregamos o raciocinio do footnote 9 Observe que podemos aproximar uma dlgebra de
fungoes continuas num compacto por uma algebra de matrizes, colocando os valores f(z;)
como entradas na diagonal, para um conjunto discreto de pontos x;, no qual 3| nos daria
uma aproximacao arbitrariamente boa da integral.

Também na formulagao , a nao comutatividade canonica, [x# x¥] = i©O" pro-
duz um caso analiticamente tratavel. De fato, devido a decorre que e gl —

il yTpn . . ~
el20m k" pilkutan)s” agsim sendo se exprime alterando-se a regra de convolucao:

/ dkp (k)i (g — k) — / dk (k)i (g — k)e'z0mk" (1=R)". (6.35)

[0, 7). Escreva f(z) = Yo" cos(nz) [, 2 cos(nt)f(t). Observe que cos(nz) = ndsin(nz), n > 1, sendo

us

sinnz uma fungao de suporte em K. Ao considerarmos o fato de que, para f(z) suave e de periodo

2m, || Yon ycos(nx) [ 2 cos(nt) f(t)|| < € se M for tomado suficientemente grande, e o fato de que

J f(z) < C||f(x)]| (limitado) e a linearidade da integral, decorre que [ f(z)= 2 [ f(t)dt.

L
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Decorre que as derivadas usuais fornecem um conjunto comutativo de derivacoes nessa

algebra:
Poa) » (o) = [ Bz sze g [ dkokyu(g - Ryeshe o
_ 4 1 o9 B I3 _ eiéauuk”(q*k)u 6.36
/d Ty /dk( — k" + kMo (k) (g — k) (6.36)
= (0"¢(x)) * P (x) + d(x) * (9"1(x)),

que nos leva a mesma regra de integragao usual e, por consequéncia:

[ otarev /w/d4—W/Mwwmka”qk — [ ola)ita), ©31)

onde usamos 0,,k*k” = 0. Dai concluimos que nao afeta agoes quadraticas nos

campos, ou seja, teorias livres.

Nesse momento, poderiamos citar que em ultima analise se manifesta da mo-
dificagao das regras de Feymann que calculam a matriz de espalhamento da teoria m
Existem problemas ao aplicar os métodos usuais de renormalizagao sob as regras de Fey-
mann modificadas. Discutir todas as implicagoes da teoria quantica associada a esta
além do escopo desta tese, mas podemos citar que fazer ©° = 0 implica numa matriz de
espalhamento nao unitaria Rim e Yee (2003).

Observe que ¢ um postulado, uma definicao, para qual existem alternativas, nao
fazendo sentido perguntar se esta é a maneira certa de implementar a ideia de nao comu-

tatividade das coordenadas como deformacgao da teoria relativistica de campos usual.

6.4 O carater nao relativistico de um espaco-tempo quantico

A ideia de espago-tempo quantico necessariamente vem acompanhada da violacao da
relatividade? A resposta a essa pergunta, na verdade, s6 pode ser postulada, a partir do
que se define por formulacao da fisica sob hipdtese de espaco-tempo nao comutativo. Visto
que o processo de quantizacao nao ¢ unicamente determinado, tal formulacao pode ser
definida como uma deformagao do processo de quantizacao dos sistemas classicos.

Uma maneira de formular o requerimento da invariancia relativistica da fisica seria

considerar que as observaveis classicas O sao de algum modo dependentes do sistema de

10 Transformacao unitaria que leva um estado inicial (num passado assintético) com um contetido de

particulas e momentos bem definidos num estado final espalhado.
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coordenadas inerciais, de modo que uma transformacao do sistema de coordenadas (A, a)
induz uma representagao em O. Ou seja, T(p ) : O — O. Assim sendo, o requerimento de
invariancia relativistica do processo de quantizagao deformado (pela hipdtese de espago nao
comutativo) seria Qne(TianA) = UQnc(A)U ™, onde U ¢é uma transformagao unitéria
E|. Como a algebra nao comutativa é uma quantizagao da dlgebra das funcoes continuas
no espago-tempo, a qual pode ser construida a partir de um conjunto de operadores auto-
adjuntos z*, via[6.27] e tornada ndo comutativa pela substitui¢ao = — Q(z*), definindo
a algebra Ayc. Independente de como a quantizagao é deformada pela hipétese nao co-
mutativa do espaco, tal dependéncia se traduz assumindo-se Qyc dependente da algebra
Apnc. Nesse sentido, a teoria quantizada serd a mesma se a algebra gerada por z* for a

mesma que a gerada por T(, 2", Em outras palavras:
A, Q") =UQ(x") U™, (6.38)
Q(z")+a" =UQ(z" U, (6.39)
onde U é uma transformacao unitaria e a* é um quadrivetor constante (algo semelhante
a|b.65)). Mais geralmente, o lado esquerdo de e pode ser entendido como parte
de uma realizacdo (ndo necessariamente unitdria) de um grupo numa algebra, tal repre-

sentagao serd unitaria se a algebra gerada por Tix ) A é a mesma gerada por A (Veja a

construgao GNS adiante). Desse modo m, por exemplo, se traduz como:

[Q(a"), Q)] = P(Q(a), 4) — [A,Q("), A", Q(a")] = P*(A*,Q(2"), Tin)A),

(6.40)

onde A representa quaisquer outras observéaveis algebricamente independentes de Q(z#),

onde atua uma representacao 1) de Lorentz e que participam de sua algebra e P*” sao
funcoes algébricas dos argumentos.

Foi num trabalho considerado a origem da ideia de espago-tempo quantico que Snyder

Snyder| (1947)) mostrou um exemplo de espago-tempo que satisfaz m
[z, "] = il*h ™ (atp” — 2¥p")
[z, p"] = ih" + >R ptp” (6.41)
[P, p"] =0

11 Mais geralmente, uma simetria quantica, mas ji argumentamos no capitulo anterior que SL(2,C) s6

admite uma realizagao unitaria
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sendo n* a métrica de Minkowski.
A invariancia translacional em necessita [z#, 2] = P/ (x#, p¥) e [z, p"] = Py (z*, p¥)

independentes de z# E, enquanto que, assumindo isso, implicaﬁ:
[2#, 2] = e1pp” Po(p®) + can™ Pa(p?), (6.42)

sendo P; e P, polindmios no quadrado de Minkowski do quadrimomento. Mas o lado
esquerdo de [6.42] s6 pode ser tornado antissimétrico para ¢; = co = 0. Nesse sentido, nao
existe espaco nao comutativo relativisticamente invariante construido a partir de momento
e posicao. Em particular, nao existe algebra nao comutativa gerada apenas por posicao
que seja relativisticamente invariante. Mas, em tltima analise, o que determina que a
fisica resultante da consideragao de espago nao comutativo é relativisticamente invariante
¢ a maneira como as observaveis quantizadas dependem da algebra das coordenadas. Por
exemplo, num universo povoado por campos livres, sob nao comutatividade canonica
produz uma fisica totalmente relativistica.

Propriedade andloga a e expressa a invariancia relativistica da teoria de cam-
pos, a qual ¢ definida pelo conjunto de operadores [ d*z¢;(z)fi(x) = ¢:i(fi), fi(zr) uma
funcao de rapido decrescimento nas coordenadas do espago-tempo para cadai=1,2--- N,

como argumentado na subsecao {4.4.2;
i(Vii(A) fi(Ax + a)) = U(A, a)¢;(f(2))U (4, a), (6.43)

onde Vj; é uma representacao de dimensao finita de A € SL(2,C) que corresponde a
transformacao de Lorentz A. De fato, a quantizacao candnica do campo escalar relativistico

(V;i = I), pode ser escrita apenas em termos dos operadores ®(z):

[B(2), ®(y)] = iA(x —y), (6.44)

12 Pl (gh 4, p¥) — P/ (z#,p¥), a menos que P{" ndo dependa de z*, é um polinémio em a*,z” e p”
identicamente nulo, mas nao existe combinagao linear de poténcias de ¥, p” identicamente nula a nao ser
que todos os coeficientes sejam nulos (independéncia linear).

Bt at] = o 4 cp™ + chpp®p® + oo+ O requerimento implica [A* .zt AV ,a"] =
v 4 cgi”/ (A \p*) + cg/,;,,(Ao‘,apa)(AB,gpﬁ) + .-+, que implica em uma identidade do tipo
AH/”AV/”CZ:;/,AD‘/&Aﬁlg = cg; ou A"//LA”/VAO"QABIBCM/D/Q/B/ = Cuvap, Para cada coeficiente c. Assim
sendo, Cuvaias--a, = Ci ZR‘, H(aﬁ)EPi Nap, onde n é a métrica de Minkowski e P; é uma particao do

conjunto de indices urajas - - - a, em pares dijuntos
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onde A(z — y) é uma fungao relativisticamente invariante que se anula quando z =z —y
é tipo espaco, o que satisfaz |6.40"]
Analogamente, pelo artificio do operador de campo, podemos definir a teoria quantica

nao relativistica:
¢i(Vii(9) fi(Ty () = Ulg)e;(x)U™"(9), (6.45)
onde Vj;(g) é uma realizagdo de dimensao finita do elemento g grupo Gp, enquanto Ty (x)

é uma realizacao, possivelmente nao linear, no espago-tempo.

Mais geral que isso é:

6i(Vii(9) Ty fi(x)) = U(g)es(2)U " (9), (6.46)

onde T, ¢ uma realizagao do grupo Gp no espaco de fungoes teste.

Uma vez que argumentamos que a matéria ser descrita por uma teoria quantica é
uma liberdade de formulagao, ficando a encargo do experimento verificar se a algebra de
observaveis é comutativa ou nao, a hipétese fundamental desta tese é que a matéria é
descrita por uma teoria quantica relativistica apenas a baixas energias, a qual também é
local, tal localidade sendo expressa via o conceito de campo através do requerimento [5.105
enquanto que [6.43] se transforma segundo [6.45| a altas energias, podendo ou nao satisfazer
5.105 Esse fenomeno pode acarretar na inflacdo como consequéncia natural das leis fisicas
derradeiras desde que o grupo Gp seja escolhido apropriadamente. Grupos nao isomérficos
produzem teorias fisicas inequivalentes, uma vantagem sobre outras formulagoes tais como
[6.34] que podem efetivamente ndo produzir mudanga nenhuma na teoria, uma vez que
lagrangianas diferentes podem produzir a mesma fisica. Contemplemos o papel da relacao
de dispersao da definicao de Gp.

Inicialmente, precisamos de hipdteses sobre a estrutura do grupo, pois considerar o
grupo mais geral possivel nao apenas é uma tarefa mais complexa, como pode nao permitir

uma formulagao consistente da fisica. Assumiremos que:

1. Gp é um grupo gerado por um colegao finita de subgrupos comutativos de um
parametro P;(6;), i = 1,--- , N, ou seja, todo elemento de Gp é obtido pelo pro-
duto de elementos desses subgrupos. Destes, os subgrupos P;(60;), j = 1,2,3,4,

geram um grupo comutativo que denotaremos 7T .

14 Na verdade, solucao da equacio de Klein-Gordon satisfazendo A(z)|z0 =0; % = —63(2)

20
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2. Cada um dos subgrupos P;(0;) de Gp é representado de modo regular no espago-
tempo, ou seja, T, (g,)(7"), em|6.45, corresponde a uma trajetéria continua/diferencidvel
no espago-tempo para todo z*, sendo 7T realizado como as usuais transla¢oes no

espago-tempo.

3. Os elementos P;(6;), j =4,--- N formam um subgrupo £y C Gp cuja representacao

no espago-tempo deixa invariante a origem do sistema de coordenadas, x = 0.

4. A medida de integragao d*r é deixada invariante pela agao de Gp. Esta é (a me-
nos de um fator multiplicativo) a tinica medida de integracao invariante pelo grupo
de translacoes. Esta propriedade implica que existe uma medida de integracao in-
variante pela acao do grupo, em termos da qual é possivel escrever um principio
variacional que seria o mesmo em qualquer um dos sistemas de coordenadas equiva-
lentes. Também assegura que existem representagoes unitarias do grupo no espago
de Hilbert (veja abaixo), um requerimento essencial para a existéncia da for-
mulacao quantica. Dada esta realizacao, pelo argumento na vizinhanca de|5.43], cada
P;(6;) é um subgrupo unitério, assim sendo, Gp 0 é, e pelo teorema de Stone [3| cada
P;(6;) se realiza como U;(6;) = e~ *Xi?

no dominio D(X;) = {¥ € H; U;(6;)V é diferenciavel}, obtido do limite:

i, onde X; é um operador autoadjunto definido

0;—0 0;

U=—iX;¥, Ve DX,). (6.47)

O dominio D(X;) resulta ser igual ao conjunto das fungoes f(z) diferenciaveis tais que
[dzf*(z)f(z) < 0. Esse dominio, contudo, nao é invariante pela agéo de X;, de modo
que possamos aplicar livremente poténcias de X; formando uma algebra. Tal dominio
pode ser obtido restringindo-se a classe das fungoes f(z) € C*, [dxf*(z)f(z) <0,

dominio no qual X; nao é autoadjunto, mas sim essencialmente autoadjunto.

5. No dominio, D = {¢ € H;¢(x) € C™}, os geradores formam uma algebra nao tri-
vial: [X;, X;] =iC(X}), C(X) uma funcao analitica dos geradores nao trivialmente

satisfeita por qualquer conjunto X;.

6. A algebra formada pelos geradores das translacoes, t, é um tdeal, isto é, seja pyr
a dlgebra formada pelos geradores dos subgrupos P;(6;) no dominio D, [py,t] C t.

Esta condicao assegura que um estado estacionario num dado referencial, isto é,
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autoestado da energia, é também estacionario quando visto de outro referencial, ou

seja, também um autoestado da energia E

7. Os geradores dos subgrupos P;(6;) formam uma &lgebra que contém um Casimir ob-
tido como fungao C(E, P) dos geradores das translagoes F e P (Sendo uma algebra
comutativa, o teorema Gelfand-Naimark implica numa representagao funcional). As-
sumiremos que as solugoes da equagao C'(F, P) = A definem superficies nas varidveis
(E, P) tais que para algum subconjunto Mg, dos A\, C(E, P) = A contem um com-
ponente conexo satisfazendo £ > 0e F =0« P* =0, a deformag¢ao da concha
de massa, Cy. O conjunto dos (F, P) tais que C(E, P) € Mg, ¢ E > 0 denotare-
mos como a deformacao do cone de luz do futuro VQJ; (e.g. comentérios em
torno de . Esta propriedade assegura que existam representacoes irredutiveis do
grupo no espaco de Hilbert com energia positivo-definida, ou seja, 8( E) é um Casimir

(0(p°) = 1se p° > 0 e 0 em caso contrario) [7

A propriedade [6.45] mais as hipéteses estruturais do grupo, implicam em propriedades
estruturais na funcao de N-pontos, o valor esperado no vacuo do produto de N operadores
de campo. Na argumentacao que se segue, vamos assumir a representacao do grupo Gp é

tal que os geradores realizam a mesma algebra pr, como discutiremos no préximo capitulo,

15 Suponha ¥ uma autoestado da energia, decorre da comutatividade dos geradores de translacio

espacial e temporal que também é um autoestado do momento. Podemos denotar P*W¥ = pHW¥, ou,

. ; PH o lad . s PH s PH — ] J PH
equivalentemente, ¢’ ¥ = ¢®"W. Dada uma mudanca de referencial e’”" — UeP"U~1 = ¢Ceil”

Cow o ) B, . - .
Uett" = eilCetP"U = ¢C = U U—1e= " Podemos supor U = ¢*Xi, quando entdo aplicamos a forma

integral da férmula de Baker-Hausdorff e¢ = e?eB:

C=B+ /1 glet® e By Adt; g =In(z)/(z — 1), (6.48)
0

onde adA é a acio adjunta adA(B) = [A, B], donde concluimos que C € t, decorre ainda que ¢“e!™ =
¢ onde P* é uma funcao analitica dos momentos P* que define uma representacao.

16 Pois as medicdes de quadrimomento em tais representagoes produzem valores esperados w(P*) que
pertencem ao fechamento linear convexo de Cy, que denotaremos Cy,., o conjunto de todas as com-
binagoes lineares do tipo Apy' + (1 — A)py, pyiy € Cx, A € [0,1]. Sendo a representacao do grupo regular,
a acdo dos subgrupos gerados por X; nos estados, w;(P*) = w(e!X*Pre~Xt) produz uma trajetéria
continua em Cy, que s6 pode passar para a regidao E < 0 pelo ponto p* = 0, equivalentemente pelo estado
wi, (P*) = 0, mas %wt(P‘L)h:to = w([Xyy, P*]) = w(H(P*)) = 0, Xy, = €X't Xe~Xt0 onde utilizamos a

propriedade @
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a menos que Gp seja um grupo de Lie, nao podemos assegurar que essa propriedade valha
em geral.

A primeira propriedade importante deriva da preservacao, por hipétese, da invariancia
translacional da teoria em [2] a fungdo de N-pontos depende apenas das diferencas entre

as coordenadas:

(0] @i, (21) Py (w2) - - - Piy (2n) [0) = wr(@y, @a, - - wv) = Fr (61,8250 1 én—1),  (6.49)

onde & = z; — x;41 e T é o conjunto dos indices {1y, --ixy}. Lembrando que é uma
distribui¢do e que para uma distribuicao ¢(z + a)(f(z)) = ¢(z)(f(x — a)). Na verdade,

toda simetria de uma distribuicao se expressa como:

¢(x)(Tof (2)) = ¢(z)(f(x)), (6.50)

onde T, é um elemento da representacao do grupo no espaco de fungoes teste, nao necessa-
riamente da forma T, f(z) = f(T,r), onde T; é uma representaco regular do grupo como
difeomorfismos nas coordenadas do espago-tempo.

A segunda propriedade importante é que a transformada de Fourier de F, é uma dis-
tribuicao com suporte(definicao no footnote [19) do capitulo [5|) concentrado na regiao dos

pontos o(P*), espectro do operador de quadrimomento:
suppF|F;] € o(P"). (6.51)

Nos restringindo a realizagoes do grupo Gp que realizam a algebra pr, assumindo-se uma
generalizagio da condigao espectral, postulado [2] do capitulo [5 que afirma que o espectro
do gerador de translagoes temporais é positivo definido, o(P*) é o fechamento linear
convexo da deformacao do cone de luz do futuro VgJ;, que denotaremos @C, conjunto de
todas as combinagoes lineares do tipo A\p* + (1 — \)p*/, onde p*, p € VQJ;, A € [0, 1] (isso
serd provado na subsegao (8.4.2)).

A propriedade [6.51] é essencialmente consequéncia da identidade:
/d4aempU_1(a)\I/ =0,sep¢a(P") (6.52)

onde a é uma translacao de g, identidade obtida colocando-se ¥ na representacao de

energia-momento W(P* n). E que a transformada de Fourier de F; com respeito a varidvel



158 Capitulo 6. Espacos ndao comutativos, teoria quantica e a simetria relativistica

§; ¢ proporcional a:

/d4&€ipjaFT(€1? e ’§j+a’ e 761\7*1) = <0’ (I)h (ml) o /d4aeipjaq)12 (xj_a) e (I)iN(xN_CL) ‘O> )
(6.53)
apesar da defini¢ao de transformada de Fourier aplicdvel a distribuigdes [5.72]

A terceira propriedade importante ocorre se assumirmos primeiro que, no espaco de
Hilbert onde se realiza Gp, existe e é inico (a menos da normalizagao) um estado invariante
pela acao do grupo, |0) , a transformada de Fourier da seguinte fungao de dois pontos do
campo escalar com V;; = I) e além disso, satisfaz uma condigao ligada a existéncia
de particulas estaveis conhecida na teoria de campos ususal como condicao de gap de
massa: Na teoria relativistica, p Operador P? formado pelos geradores da representacao
que aparece na regra de covariancia dos campos possui um autovalor discreto m?,
associado a uma particula estdvel de massa m e nenhum autovalor entre 0 e m?, isto é,
existe uma massa minima das particulas da teoria. Esta condicao se generaliza como: O

Operador C(E, P) possui um autovalor discreto \g e nenhum outro autovalor entre 0 e Ag.

Assumindo isso,

(0] @* (1)@ (y) |0) (6.54)
Folp) = ad(p) + 6(2°) /M 5(C(E,p) — Ndo(), (6.55)

onde o(\) é uma fungao nao decrescente de crescimento no maximo polinomial, a integral é

do tipo Stieltjes (footnote[d]do capitulo anterior) e 8(p®) = 1 se p° > 0 e 0 em caso contrério.

Esta é uma generalizacao nao relativistica da representa¢cao de Kallén-Lehmann.
Isso decorre primeiramente da hipotese de positividade do produto interno do espago

de Hilbert, que se traduz na positividade de WightmanE]:

/ / dd'y (0] ° ()3 (y) [0) F(2)f(y) > 0. (6.56)

para toda fungao teste f(z), que, dado e a regra de convolugao, se traduz no espago

de Fourier segundo:

/ dpF(p) f(p) F(p) > 0, (6.57)

17 A qual ndo é vélida nas teorias de gauge. Mais geralmente, nem todos os campos podem ser realizados

num espago de Hilbert de métrica positivo-definida satisfazendo
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que implica Fjy (p) uma distribuigao positiva definida e, pelo argumentado na vizinhanga
de [6.1] é uma medida de integracdo no espago de Fourier. Mais ainda, uma medida de

integracao que satisfaz:
/ dpTg,[f(p)] = / dpf(p), (6.58)

em que T, g]; é a representacao do grupo Gp no espaco de Fourier obtida via T, g]; [ f] =

FlTg,f]- A parte transacional dessa representacao é, assim como no caso relativistico,

TI1f(p)] = e f(p). (6.59)

Estas geram uma representacao unitaria de Gp no espaco das funcoes teste Fourier trans-

formadas, visto que Tg, define, via

T4 [f (@) = f(Tg, (), (6.60)

uma representacao unitaria no espaco de Hilbert obtido completando o espago das funcoes
teste com respeito ao produto interno (f,g) f d*x f*(x)g(z), produto com respeito ao
qual a transformada de Fourier é uma transformacao unitaria.

De fato,
(T2 ) = [ ATl 7 @) = (f.9) (6.61)
dada a propriedade [4] do grupo. O que também pode ser escrito como:

/ d'wX; (F(2)g(x)) =0, (6.62)

onde X; é uma transformacao infinitesimal do grupo. Assim sendo, [6.58] se escreve como:

/ duX;f =0 (6.63)

onde X; é um operador autoadjunto gerador da representacao de um subgrupo de Gp, via
Teorema de Stone [3] no espago das fungoes teste Fourier transformadas. Mas toda medida

de integragao se escreve como:

[dn = [ dvoxto)f (6.64)

gn(p) uma funcdo de crescimento no méaximo polinomial, de modo que:

/ P'pgx(p) X f = / 'plon (), X1 = (6.65)
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que decorre de
[t f= [avgss [ateer T, @) = [ s, @) = [ atf

em que utilizamos a propriedade 3| do grupo, implicando em:

/ d*pX;f =0 (6.66)
para todo f. Mas por [6.59 os geradores das translacoes geram a dlgebra das funcoes
continuas de p*, as coordenadas do espaco de fases, assim sendo: [gN(p),Xi} = (n(p),
(n(p) um fungao algébrica de p#, dado a propriedade @, donde m para todo f implica
[gn (p), Xi] = 0.

Ou seja, gy (p) é um Casimir obtido como funcao dos geradores das fungdes no espago de
fases, os quais sdo os geradores das translagoes no espago-tempo [6.59, Mas, por hipétese,
sé existem dois com estas propriedades, C(E, P) e (FE), melhor dizendo, s6 existem dois
algebricamente independentes. Assim sendo, a &lgebra gerada por C(E, P) e 0(E), os
polinémios positivo-definidos de C'(E, P) e 0(E), Fy(C(E, P),0(F)), geram as medidas
invariantes segundo:

/ dnf = lim [ d'p8(E)EN(C(E. P).6(E))] (6.67)

Mas 6"(F) = 0(E), a menos que n = 0, de modo que reescrevemos os polinémios Fy

segundo

Fy = Fy (C(E. P)) + 0(E)Fy (C(E. P)) (6.68)

A relagao entre o momento da teoria e o suporte da medida dy, [6.51] mais a condigao
espectral de que a energia é positivo-definida, juntamente com conjunto de autovalores de
C(E, P) que o satisfaz, segundo , implica que apenas as funcoes F' ](Vl ’2)(2) com suporte em
Mg, sao admissiveis. Mas essa restri¢ao nao ¢ suficiente para garantir £ > 0, precisamos

restringir a fungoes da forma gy(p) = Q(E)FJ(VQ)(C(E, P)). Mas podemos escrever todas

essas fungoes F ](\,2 )(2) da forma:

FO(2) = / 5(= — NFO () (6.69)

p(A) > 0. Mas nao estamos interessados apenas nas fungoes, mas também nas distribuigoes

positivo-definidas em z, as quais se escrevem como (veja (8.4.1)):

/ 5(z — N)do(N), (6.70)
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para uma fun¢do monotonamente crescente o ().

Mas porque existe um vacuo invariante, o suporte de du contém p* = 0 e este é um
ponto isolado pela condicao de gap de massa. De modo que fd,uf = o(f) + da(f)
onde ¢ é uma distribuicao com suporte em p* = 0 e ¢ com suporte no conjunto dos
C(E,P) € Mg,, mas a unica distribui¢ao positiva definida com suporte contido num
ponto é a delta de Dirac, a menos de uma constante multiplicativa, que justifica o termo
ad(p).

Podemos reformular [6.55 considerando que:
1 f(E)
O(E)(C(E,P)—Nf(E)dE = — ¢ dE——————— 6.71
[ @B =N EME = o fap g (6.71)
para toda funcao teste analitica f (E)E, onde na integral & direita, a integral em p° é
realizada no plano complexo num contorno que inclui os polos C(E,P) = A\, E > 0 e
exclui aqueles em que E < OH

Assim sendo, [6.55| se reescreve como:

R(p) = O50) + / C’d" (6.72)

Para finalizar esse capitulo, utilizaremos a estrutura da fungao de dois pontos para
analisar a estrutura de simetria que emerge da prescricao [6.34] Para exemplificar, utiliza-
remos a nao comutatividade canonica [z*, z¥] = (O, O* constante. Para evitar entrar
em questoes como integral de trajetéria e renormalizacao, citaremos apenas o resultado do
célculo perturbativo da fungao de dois pontos (ordenada no tempo) quando o termo de in-

o*

teragao £ considerando contribuicao de alguns dos diagramas de Feymann, os diagramas

de loop:

G(p) = FIF() = (0| To(z1)é(xz) 0)] = i (6.73)

2 _ 2’
p 2567r2 n 375 M2p0p + M

onde p o k = p,© 0"k, enquanto que a fungao de dois pontos da teoria livre nos da,
devido a a relacao de dispersao usual.
Essa é uma caracteristica no minimo estranha, ou mesmo indesejavel. Ao definir a teoria

pela prescrigao nao existe uma estrutura de simetria aplicdvel a todas as teorias neste

18 As funcdes teste analiticas formam um conjunto denso no espaco de funcdes teste.
19 Em alguns casos como o relativistico, esta prescriciio é equivalente a deslocar o polo de m

. 1
segundo &g py=xFie
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espaco. Cada uma, descrita por sua particular lagrangiana, segue uma simetria diferente.
Consideraremos no capitulo seguinte uma prescricdo proposta por essa tese que supera

essa dificuldade.



Capitulo 7

A Inflacao Algébrica I:
A estrutura algébrica admissivel e uma primeira

formulacao para a fisica inflacionaria nao relativistica

7.1 Introducao

O modelo de inflacao discutido nos capitulos [3| e 4] é apontado na literatura por al-
guns como insatisfatéria e atormentada por problemas conceituais Brandenberger| (2008)) e
Brandenberger| (1999). Alguns dizem que um modelo melhor deveria prever ndo apenas o
padrao de perturbagoes cosmologicas, mas a amplitude. Outros alegam que o mecanismo
de inflagado nao sobreviveria a tentativa de imersao em modelos de fisica Trans-Planckiana.
Mas ao assumirmos a descricao da matéria local e relativistica, principalmente o reque-
rimento de renormalizabilidade Brandenberger| (1998), nao restam alternativas além de
introduzir campos escalares com potenciais de uma forma especifica. Para considerar
uma classe maior de modelos, talvez com melhores caracteristicas, precisamos relaxar as
hipoteses sobre as quais repousa o modelo padrao da inflagao. Pode-se argumentar que
enquanto nao em desacordo com as observacoes, nao hé problemas com o modelo, mas
estudar a inflacao submetida a modificacoes dos postulados que levam a fisica padrao pode
nao apenas levar a um mecanismo suficientemente robusto para sobreviver ao mergulho
na fisica de altas energias, como leva a um mecanismo para testar a compatibilidade das
observaveis cosmoldgicas com modificagoes das premissas fundamentais da fisica.

Para contemplar a sensibilidade do mecanismo inflacionario a modificagoes das premis-

sas fundamentais, uma violagao da localidade em altas energias pode, a principio, fornecer
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uma alternativa ao problema do horizonte, permitindo vinculos entre pontos além do ho-
rizonte. Ja contemplado na literatura é o efeito da velocidade da luz varidvel |Albrecht e
Magueijo| (1999)), que pode ser modelado como uma violagao da simetria Local de Lorentz,
a qual alarga o cone de luz em altas energias, conectando pontos até entao desconectados.
Na implementacao original, a velocidade da luz ¢ um campo que se acopla a todos os de-
mais da mesma maneira que a constante c o faz, e dada uma dinamica particular, tem-se o
mesmo efeito da inflagao, com uma possivel solucao ao problema da constante cosmoldgica
(ndo como problema de renormalizagao de energia de vacuo, veja comentério em |Albrecht
e Magueijo| (1999)) [1]

Ainda no cenario de deformacao das simetrias locais, temos a inflacdo nao comutativa
Alexander e Magueijo| (2001)), |Alexander et al.| (2003)) um mecanismo para a inflacdo que
tem o potencial de fazer da inflacdo consequéncia natural das leis fisicas derradeiras. No
capitulo anterior, discutimos como a &dlgebra é uma linguagem alternativa para a fisica.
Aqui demonstraremos que a inflagado ndo comutativa pode ser o caminho de uma linguagem
algébrica para a inflagao. Além disso, um robusto mecanismo de inflacao que sobreviveria
até mesmo se a fisica derradeira admitisse uma estrutura de simetrias mais geral que aquela
empregada na fisica padrao, a qual se sugere ser suficientemente poderosa para codificar
as simetrias de um espago nao comutativo.

Comecamos a descrever os resultados originais desta tese, que coloca o problema da
seguinte maneira: assume uma estrutura algébrica suficientemente poderosa para codificar
o que se poderia entender por simetria, tanto do espago-tempo quantico, quanto cléssico, e
entao, através das ferramentas da algebra, estuda como mergulhar, de maneira consistente,
essa estrutura na teoria quantica relativistica da matéria e a possibilidade deste esquema

recuperar as equacoes fenomenolégicas do referido modelo.

7.2 A abordagem da teoria de grupos para a inflacao

A ideia bésica explorada em Alexander et al. (2003) é que o efeito (na cosmologia)
de modelos genéricos de espaco-tempo nao comutativo pode ser codificado no seu carater

nao relativistico (discutido em [6.4]) sendo este efeito modelado numa relagao de dispersao

1 Nao como mecanismo de regularizacio da energia do vdcuo, mas como um mecanismo para ajustar o

valor da constante cosmoldgica de Einstein a um valor arbitrariamente pequeno
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modificada que afetaria o cdlculo da funcao de particao canonica da radiacao, que por sua
vez afeta o universo primordial em equilibrio termodinamico local.

Que a fisica de um espaco-tempo quantico, ou melhor, sua fenomenologia cosmolégica,
poderia ser inteiramente vertida na relacao de dispersao e que o calculo da funcao de
particao candnica nao sofreria modificagoes adicionais, que poderiam até invalidar o me-
canismo proposto, nao era um fato estabelecido na literatura, mas uma hipdtese, que os
préprios autores argumentavam necessitar de uma averiguacao. Este foi um dos principais
objetivos dessa tese: formalizar ou sugerir uma modificagao na inflacao nao comutativa
e colocé-la como um mecanismo robusto de inflagao, nao apenas como uma possivel con-
sequéncia de um espaco-tempo nao comutativo, mas um mecanismo genérico de inflagao
nao relativistica.

De fato, consideraremos um universo primordial cuja principal componente é a ra-
diacao, nao um campo escalar. Enquanto a gravidade é tratada classicamente, toda a
influéncia da componente material na evolucao da geometria do universo se da pelo tensor
energia-momento. No equilibrio termodinamico, desde que a fisica que governa a radiagao
preserve localmente a invariancia translacional (espacial e temporal) e a invariancia ro-
tacional, o tensor energia-momento resultante (no referencial localmente inercial) herdara
estas simetrias, e, pelo argumento em [3.24] serd o tensor de um fluido perfeito [3.23 que
se traduz no espago-tempo curvo como [3.24 A porgao do universo em equilibrio local
¢ a unido de um conjunto de sistemas idénticos (constituido do contetido material tipico
da regido em equilibrio) postos a interagir e, se assumirmos a extensividade da energia,
constitui um ensemble canénico. Seu comportamento é, por tanto, descrito pela funcao de
particao canonica, a partir da qual é possivel calcular a densidade de energia e pressao que
descrevem completamente o fluido. Poderiamos, a principio, seguir o paradigma usual da
fisica, em que toda a sua formulacao decorre de uma agao estacionaria e de um esquema
de quantizacao, e calcular a funcao de particao canonica por essa abordagem. Isso nos
coloca num problema de determinacao da acao que codifica nossas hipdteses sobre a fisica
de altas energias, tal como Alternativamente, seguiremos a prescricao de Wigner,
em que o problema fundamental da fisica quantica invariante pela representacao de um
grupo é a realizagao do mesmo segundo a nogao quantica de simetria [5.16] que nos coloca

no problema de determinar a estrutura algébrica do grupo g, informacao que o define,
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que melhor codifica nossas hipdteses sobre a fisica de altas energias, de tal modo que a
funcao de particao canonica seja determinada pela representacao que descreve a matéria.
Nesse sentido, a discussao do capitulo |5| sugere a relevancia da relagao de dispersao, tal
como sugere Alexander et al. (2003), e que se estenderia ao grupo g desde que possamos
assegurar certas similaridades entre g o grupo de Poincaré.

Com efeito, como argumentado no capitulo [5 de acordo com o teorema de Wigner
uma simetria quantica, a qual é definida por [5.16], pode ser estendida de raios, descrevendo
os estados, para o espaco de Hilbert como transformagoes lineares unitarias ou antilineares
antiunitarias. Para o subgrupo conexo PI (para o qual o subgrupo de Lorentz satisfaz
AJ > 0 e detA = 1), o qual exclui reflexdes espaciais e reversoes temporais, o problema
se reduz a construir representagoes unitarias (como argumentado na vizinhanga de .
Este problema, por sua vez, resume-se a construir as representacoes irredutiveis em termos
das quais quaisquer outras podem ser construidas . As representacoes irredutiveis sao
identificadas como compondo o espaco de Hilbert de uma particula isolada . A relacao
de dispersao é uma informagao essencial neste esquema, porque é um funcao autoadjunta
dos geradores das translagoes espaciais e temporais (uma subdlgebra comutativa), que
comuta com todos os outros geradores do grupo de simetria (Casimir da algebra de Lie)
e define um operador limitado (¢?“(?)) que comuta com todo elemento do grupo. Por uma
versao em dimensao infinita do lema de Shur, Teorema , uma representacao unitéria (ou
mais geralmente autoadjunta) de um grupo é irredutivel se e somente se todo operador
limitado que comuta com qualquer elemento do grupo é multiplo da identidade.

Existe um nimero infinito de representacoes que podem ser construidas pelo conheci-
mento das representacoes irredutiveis. Numa primeira aproximacao, a radiacao do universo
primordial pode ser descrita por um conjunto de fétons livres, sendo a interagao o meca-
nismo que particiona a energia e estabelece o equilibrio, mas nao contribui apreciavelmente

para a energia total. A situacao é andloga a Hamiltoniana:

Hgop) =32 o+ D V= 1), (1)

2
]

— 2m
7

no qual a hipdtese ergotica diz que toda a regiao acessivel do espaco de fase, a qual é

definida pelo vinculo de conservagao da energia, é acessada com a mesma probabilidade

ao longo da evolugao do sistema. Esta regiao é na verdade uma complexa variedade no

espaco de fases, mas no limite em que a separacao média entre as particulas seja tal que o
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termo de interacao tenda a zero comparada a energia cinética, a mecanica estatistica deste

vy _
2m

sistema é determinada pelo termo ), 5; da teoria livre, delimitando a regido ) .
e assegurando a extensividade da energia.

Consideremos, entao, a representacao que descreve essa situacao, e calculemos a funcao
de parti¢ao canonica Z(5,V), f = kBLT e V o volume compreendido pela radiacao, de modo
que este calculo dependa apenas de hipdteses comuns entre o grupo de Poincaré e um grupo
alternativo g. Na subse¢ao[5.2.3] introduzimos o conceito de soma direta de representagoes
como uma maneira de construir uma representacao inequivalente a partir de duas outras
conhecidas, introduziremos agora o conceito de produto direto ou tensorial:

Dados espacos de Hilbert H; e Hs podemos definir um terceiro, Hz = H; ® Hs, cuja
base ¢ constituida dos pares ordenados ¥; @ ®;, ¥;, ®;, 7,5 = 1,2,--- as bases dos espacos
H1 e Hy respectivamente, e o produto (¥; ® ®;, V) ® CI>l)® = (U;, )1 - (P, D)2, sendo
(+,)12 0 produto interno de H; e H, respectivamente. Dado um operador U; no espago

de Hilbert H; e Uy em Hsy, definimos o operador U; ® Uy em Hi ® Ho segundo

Uy @ Ua() Wi @ @) =Y cy(hW) @ (Up®). (7.2)
ij ij

Analogamente, dada duas representagoes do grupo g em H; e Ho, Ui (g) e Us(g), Ui (g) @

U, (g) define uma representagdo em H; ® Ho. Sendo U;(g) e Us(g) representacoes unitérias

regulares, fortemente continuas segundo definigdo no Teorema [3] define uma repre-

sentacao unitaria regular, que por sua vez define uma representagao da dlgebra de Lie:

x2=xVeor+rex?, (7.3)

7

onde Xi(j ) os geradores da dlgebra de Lie das representagoes U (g) e Us(g) respectivamente.

Sendo U\ (P) um representagao irredutivel do grupo de Poincaré (A denota um con-
junto de indices que rotulam as representacoes irredutiveis, os possiveis autovalores dos
operadores de Casimir , atuando no espago de Hilbert de uma particula H,, a re-
presentacao U?N(P), o produto de N representacoes idénticas, que atua no espago de
Hilbert ’H;’?N , descreve um conjunto de particulas nao interagentes, visto que a evolugao
dos estados no tempo ocorre de maneira independente para cada particula. Ou melhor,
descreve um conjunto de particulas inequivalentes. Num espaco de Hilbert de particulas

idénticas, todos os estados sao invariantes por permutacoes de duas particulas quaisquer
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P, ou seja, P¥ = eV e como P? =1, ¢ = +1. Logo, para construir o espaco de Hilbert

de particulas idénticas introduzimos as operagoes de simetrizacao:
Sn(h @ @Yn) = Z Vo) @ -+ - @ V), (7.4)
onde ¢ é uma permutacao dos indices, e a antissimetrizacao:
N1 ® - ®Yy) = N1 Z 5ign(0) a1y ® - -+ @ Yoy, (7.5)

onde sign(o) é 1 se o envolve um niimero par de permutagoes entre dois elementos e —1

em caso contrario, que definem os espagos:

HY = {p € HY; Svyp = ¢} (7.6)

Hy = {v e HY; Any = ). (7.7)
Denotemos o produto tensorial das representagdes Uy (P) restrita aos subespacos Hfgv 4 COMo
UN)5.4(P). Do fato experimental de que o niimero de fétons ndo se conserva, o contetido
de energia de uma dada regiao dependera do nimero (varidvel) de particulas dessa regiao.
O espaco de Hilbert que descreve os estados da matéria numa regiao do ensemble canonico
é:
o0
U=> %WUN),(P) (7.8)
N=0
que ¢é definida em:

M= Z (HEY) (7.9)

(N = 0 corresponde a representagao tr1v1al do vécuo). Estudamos a realizagao das repre-
sentagoes irredutiveis no capitulo
Para calcular a fungdo de partigao canonica, Z(5,V) = Tr (e’ﬁH ), precisamos da

Hamiltoniana associada a representacao [7.8f

o

Hp=)» ®H®@I---@I+I1@H® - @I+ +1®1---@ H)y, (7.10)
N=1

mas sendo Uy (P) uma representagio irredutivel, o lema de Shur [l| diz que H e P sdo

relacionados via C(H, P') = m?, que no caso relativistico, determina unicamente H em

H=1\/m?— P2, (7.11)

funcao de P
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Assim sendo, se pudermos determinar o espectro de P! e a dimensao do autoespaco as-
sociado a cada autovalor de P?, o suficiente para representa-lo no espaco de Hilbert, H
estara determinado. Mas para determinar a dependéncia da fungao de particao com o vo-
lume, precisamos confinar a radiacao neste volume, que pode ser escolhido como uma caixa
cubica. Essa dependéncia é que determina a pressao do fluido e decorre de um vinculo que
o confinamento implica na representacao da translacao espacial no espaco de Hilbert. De
fato, suponha que a radiacao esteja confinada na regiao do espaco entre 0 < z,y,z < L,
podemos impor U;(0) = U;(L), onde U; é a realizacao da translagdo espacial na i-ésima
diregao de U, (P). Na verdade, a exata condigao de contorno dentro da caixa nao é fisica-
mente observavel, tal informagao necessita do conhecimento preciso da informacao fisica
em pontos isolados, mas experimentos fisicos podem apenas nos dar informagao sobre vi-
zinhancas em torno de um ponto particular. Assim sendo, [5.47 implica na quantizagao do

momento:

. 27rhnj

pj=—7p 7y um inteiro. (7.12)

Podemos denotar os estados ’H]SV de um modo alternativo:
]nl,n2,~~~> 25( i@”l®¢é®"2®...), (7_13)

onde v; sao os elementos de uma base dos estados de uma particula, escolhidos como a base
contavel de autoestados do momento de uma particula, que poderiam ser rotuladas pelos
inteiros (n,,n,,n.). De acordo com , numa representacao irredutivel, a dimensao do
autoespaco associado a qualquer conjunto admissivel de autovalores de (H, P?) é a mesma,
o que combinado com [7.11] implica que a dimensionalidade do autoespago associado a
qualquer conjunto de autovalores de P! do momento é a mesmo, denotada ¢g. Numa
teoria nao invariante por paridade e reversao temporal, g é igual a dimensionalidade da
representacao do pequeno grupo [5.85 que deixa o quadrimomento invariante, que é 1
para para todas as representacoes tais que m? = 0, associado aos possiveis valores o de
helicidade, projecao do momento angular na direcao do momento, mas ao assumirmos
que esta representacao descreve uma teoria invariante por paridade, que reverte o sinal o
momento e por consequéncia conecta helicidades opostas +o, segundo o argumentado em
, g = 2, o que equivale a estender o pequeno grupo incluindo transformacoes U(R)P,

onde R é a rotagao de 180° em torno de um eixo ortogonal ao momento e P a paridade
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—

P — —p. Assim sendo:

g
Tr(e™) =3 (mng, e nyma, ) = [T 2e7™ ) =]] (1_%)

5 3 3

(7.14)
De modo que:
1 0 1 E;
p(B,V) = —V%ln(Z(B,V)) =7 Z eﬁgi—_l (7.15)
e .
10 . g OB
P(B.YV) = g (ZBV) = =) G5 oy av (7.16)

-

Uma vez explicitado o caminho que conecta o grupo de simetrias local da fisica com o
tensor energia-momento que governa a cosmologia, vemos aqui um potencial mecanismo de
aceleracao de um universo em expansao adiabatica modificando-se a relagao de dispersao
associada ao grupo. Se esta for escolhida de tal modo que a energia de uma particula
aumente com a diminuicao do momento para pelo menos uma parte dos estados acessiveis
de particula, enquanto pudermos assegurar que, com a expansao do universo, 0 momento

o'
s

diminua, ou seja < 0, a pressao do fluido pode vir a ser negativa para alguma tempera-
tura. Esta é a ideia da inflagao nao comutativa. Temos aqui uma importante mudanga
de paradigma na inflagao: Desde sua concepg¢ao, o mecanismo inflaciondrio passava neces-
sariamente por uma fase primordial do universo dominada por campos escalares com um
tipo particular de potencial, como discutido em [3} sendo necessario assegurar o decaimento
da energia potencial dos campos na matéria ordinaria ao final da inflacao. Temos aqui um
mecanismo que prescinde de campos escalares e de reaquecimento.

E importante ressaltar que a conexdo entre inflacao e a representacdo de grupos no
espaco de Hilbert nao foi o ponto de vista explorado no trabalho original da inflacdo nao
comutativa |Alezander et al.| (2003). Essa tese, até entdo, explora uma mudan¢a de pers-
pectiva que lhe € original. Nesse sentido, a inflacao nao comutativa poderia ser chamada
apenas de inflacao nao relativistica, mas diante de desenvolvimentos da fisica de altas
energias que sugeriam que a ideia de espaco nao comutativo pode vir a ser uma carac-
teristica da fisica de altas energias, e diante do carater nao relativistico intrinseco ao
conceito, discutido em [6.4] este poderia ser um mecanismo conectando a inflagao a vérias

frentes de abordagem a fisica trans-planckiana, podendo até fornecer um mecanismo in-

flacionario até entao elusivo para a teoria de cordas, ou diferente do que ocorre com a
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inflacao de rolamento lento, um mecanismo capaz de sobreviver a correcoes perturbativas
de altas energias. Nesse sentido, os autores conjecturaram que a nao comutatividade seria
efetivamente modelada, ao menos no que diz respeito a termodinamica, na mudanca da
relacao de dispersao. Uma conjectura que merece uma averiguacgao.

Para exemplificar tal mecanismo, os autores postularam uma relagao de dispersao da

forma:

E? = fX(E) (7.17)

Assumindo que a distribuicao de momentos permitidos para a radiacao confinada numa
caixa de volume V/, bem como a nimero de graus de liberdade interno dos fétons,
permanecem inalterados, decorre que Q(E)dE = Q(p)dp, onde Q(FE)dE é o nimero de
microestados no intervalo de energia dF, enquanto 2(p)dp é o nimero no intervalo de
momento dp. Reescrevendo >, — [Q(E)dE em e , temos que a radiacao nao

comutativa é descrita por um fluido perfeito governado pelas equacgoes:

1 B3 1 Ef
1 [ p(E,T)
=- | = 2dE 7.19
p 3/1_% (7.19)
p= / p(E,T)dE (7.20)

Aqui tomamos ¢ = kg = h = 1. Para encontrar um exemplo de comportamento infla-

ciondrio, Alexander et al.| (2003) utilizou o ansatz:
f=1+(\EB)", (7.21)

onde A é um parametro que define a escala de energia da inflacao e uma analise numérica
encontrou um intervalo de valores de o que permite p+ 3p < 0, a condicao para aceleracao
com A = 0 segundo [3.29

Diante da conexao entre a inflacao e a representacao de grupos e estruturas algébricas,
perspectiva desta tese, os resultados publicados desta sao relacionados as questoes: Fxiste
de fato um grupo cuja representacdo mo espaco de Hilbert permite replicar o raciocinio
que leva a inflacao nao comutativa, incluindo possiveis escolhas de relacao de dispersao
inflaciondrias? Existe algum restricao fisica para alguma representacao desse grupo? Ele é

tnico? Que condigoes sobre a sua estrutura algébrica sao necessdrias e/ou suficientes para
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garantir a validade das equagoes? Como se modificaria a fisica associada o quantizacdo
de cada possivel Lagrangiana envolvendo campos relativisticos? Dada a alta densidade de
energia na qual a inflagao ocorreria, como assequrar que corre¢oes perturbativas oriundas
da interacdo entre os fotons nao invalidariam o mecanismo? A ideia de inflagao nao co-
mutativa € realmente compativel com a ideia de espaco nao comutativo? FEla poderia ser
codificada na estrutura algébrica das simetrias e de um modo a validar a conjectura dos
1dealizadores do modelo de que a nao comutatividade se traduz na mudanca fenomenoldgica
da relagao de dispersao de modo a realizar ou este calculo necessitaria de uma re-
v1sao o que poderia invalidar o mecanismo ou no minimo levar a necessidade de diferentes
escolhas de relagao de dispersao inflaciondrias, isto €, se presente a nao comutatividade,

este mecanismo poderia operar a inflacao neste espaco?

7.3 BEstrutura algébrica admissivel

Uma vez que estrutura algébrica encerra em si toda a informacgao sobre o grupo, a
primeira questao tratada € sobre a estrutura algébrica necessaria e/ou suficiente para as-
sequrar a validade do cdlculo da func¢do de particao da radiagao. Em outras palavras, que
propriedades tem o grupo de simetria Py que realiza a inflagio? Apds o que, fard sentido
perguntar se existe um grupo que realiza a inflacao seqgundo o mecanismo exposto. Para
tanto, fagamos referéncia as propriedades do grupo Gp que permitiram generalizar a repre-
sentacao de Kdllén-Lehmann [6.59 na se¢io[6.4 A contemplag¢do dessa estrutura é
original desta tese

Ao invés de definirmos esse grupo por equagoes algébricas nao triviais envolvendo o
produto de seus elementos, definiremos a partir de uma particular representacao que cha-
maremos de representacao definidora. Uma vez que este grupo se postula substituir o
grupo de Poincaré, o qual é definido por sua agao como transformagoes no espaco-tempo,
Py é definido a partir de sua acao no espaco-tempo. Esta prescricao pode ser generali-
zada para: Py € definido por uma representacao na C*-dlgebra do espaco-tempo, Asr,
Prn : Ast — Asr. Esse é essencialmente o conteido da propriedade [2] de Gp. Sobre a
representacao definidora, requeremos primeiramente condigoes que assegurem uma fisica
consistente, tal como a existéncia de uma representacao no espaco de Hilbert sequndo o

critério de Wigner para simetrias, que pode ser assumida nao projetiva. Isso era assegu-
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rado pela propriedade 4| de Gp, que tornava a propria representacao definidora unitaria,
mas podemos generalizar essa propriedade pela existéncia de um estado (funcional linear
positivo-definido) [ : Agr — C no qual a agao do grupo seja unitdria [(Uf)*Ug = [ f*g,
fig € Asr e U € Pyr. E necessdrio que possamos, sequndo o critério do teorema de Stone,
definir as observdveis da teoria a partir do grupo, observdveis tais como energia e mo-
mento. O que é imprescindivel, pois a termodinamica depende de uma Hamiltoniana a ser
definida em funcao da representacao do grupo. Dada uma representacao unitaria no espaco
de Hilbert, isso é possivel se o grupo for definido a partir de subgrupos de um parametro,
como na propriedade [I} que se realizam de forma regular ((¥|U;(6;) |¥) continuo em 6;),
que generaliza a propriedade . E necessério também que os geradores dessa representacao
atuem num dominio comum invariante D, pois as mesmas observaveis sao aplicaveis a
todos os estados. Como discutido na propriedade [4], esse dominio néo necessariamente é o
dominio em que os geradores X; sdo autoadjuntos (dominio esse fundamental na definigao
de autoadjunto, do contrario, temos outras classes de operadores que nao asseguram, por
exemplo, autovalores reais), mas essencialmente autoadjuntos, o que no minimo assegura
uma extensao unica para operadores autoadjuntos. Em particular, deve existir um subgrupo
comutativo T que identificaremos com as translagoes espaco-temporais, como requerido na
propriedade[2] Isso assegura nao apenas que possamos identificar em Py a Hamiltoniana e
o operador Momento, como assegura que eles comutem. O que assegura que dada qualquer
representacao dos geradores X, existe uma transformacgao unitaria que coloca os estados

na forma:
¥ — / B (V) SV W, (7.22)

em que d>u(¥,.) é uma medida no espago de autoestados generalizados linearmente in-
dependentes. Nao podemos ainda assumir que a dimensao do autoespaco associado ao
autovalor p* seja independente de p*.

E necessdrio que, no dominio invariante D, os geradores formem uma dlgebra nao tri-
vial, que denotaremos pr, propriedade . Isto é, [X;, X;] = iCy;(Xy), onde Cy;(Xj) é uma
funcao analitica dos X; nao trivialmente satisfeita por qualquer conjunto X;. Isso é funda-
mental, primeiramente para assegurar que um autoestado de energia, um estado estavel,
num referencial seja também um autoestado de energia (estdvel), sob transformagao de

Pyr. Para tanto, a dlgebra gerada por energia-momento deve ser um ideal, propriedade [6]



Capitulo 7. A Inflagao Algébrica I:

174 A estrutura algébrica admissivel e uma primeira formulagao para a fisica inflacionédria nao relativistica

0 que essencialmente assegura
U(g)P'U™ (g1) = Go(P"), (7.23)

em que g; € Py e Gy, é uma realizacao de Py por transformagoes nas coordenadas de
energia-momento (segundo explicacao no footnote [15| do capitulo anterior).

A propriedade fundamental €[7, que assegura que podemos construir representagoes
irredutiveis da algebra pr pelo Lema de Shur |1, representacoes essas que podem ser esco-
lhidas com energia positiva definida. Dada a propriedade [7.23] pelo mesmo argumento de
, asseguramos agora que nas representacoes irredutiveis, para as quais (p°, p') = (E, ﬁ)
tal que C(E, P) = X para algum A em Mp,,(definido na propriedade[7)), a dimensionalidade

do autoespago de p* ¢é independente de p* e escrevemos os estados como:
=3 [ @)ooy (720

onde ¢ é um indice que pode ser provado discreto no caso de espaco de Hilbert separavel.

Requeremos agora que Ppr recupere o grupo de Poincaré no limite de baixa energia e

momento. Sejam C’;j © as constantes de estrutura da algebra de Lie de Poincaré [5.4945.51

e sejam C,ij (E, P) fungoes continuas tais que C,ij (0,0) = C,ij ©) Escrevamos pA- COMO
[X;, X;] = iX*CY(H, P). (7.25)
Dado, na representacao [7.24], um estado da forma:
Wt = / du(p)(p)¥, supp{d(p)} € {EF < Emax, P! < plia}s (7.26)
a acao dos geradores de pn nesses estados satisfaz:
X0 X9 > U = iXPCU(H, P) > U —iX 9 >0 | quando p — 0 (7.27)

onde supp denota o suporte. Aqui, C,ij (H, P) converge para as constantes de estrutura
. , 5 (0 ; . . ~

de Poincaré (C} ( )) quando E.. € ph... se aproximam de 0. Aqui, > detona a acao

(como operador) nos estados de uma particula e — denota a convergéncia forte (isto é,

ie. ||[X*CY(H,P)> U — XkC,ijO > W|| — 0) [l Isto ilustra que os autovalores tipicos

17 1 .O ~ re .
2 Para operadores autoadjuntos, ou ||X*C}?(H, P) > ¥ — X*C}?" > ¥|| — 0, ou nio é uma sequbencia

convergente
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dos geradores podem efetivamente mudar as relagoes de comutagao. A propriedade [7.25
assegura automaticamente que a algebra gerada por H, P é um ideal.

Dada a propriedade , faz sentido o conceito de pequeno grupo, subgrupo W, de Py
na representacao que deixa um dado quadrimomento p* de representacao irredutivel
invariante . O pequeno grupo de qualquer p* de uma mesma representacao irredutivel
¢ o mesmo (isomérfico), pois numa representagao irredutivel qualquer p* pode ser mandado
em qualquer outro pela acao de algum Gg,. Assim sendo, dado w; € W,u podemos obter
wy € Wy, dado Gy (p)) = ph: Gglle;ll. Assim sendo, o pequeno grupo que atua
em baixa energia e momento deve ser o mesmo que atua em altas energias. Que nos
leva ao requerimento de que todo pequeno grupo de Py, Wyu, para A € Mp,, (definido na
pmpm'edade@ deve ser isomorfico a algum pequeno grupo W(A, p*) de Poincaré associado
a alguma representacao irredutivel de energia positivo-definida. O que assegura também
que a dimensao do autoespaco de p* é a mesma em certas representacoes, e o fator g em
[7.14] se preserva.

Resta ainda uma ultima condigdo: py deve preservar a dlgebra de Lie de SO(3), o
grupo de rotagoes, e [H, M;] =0, onde M; é o gerador do subgrupo de rotagao em torno da
i-ésima direcao. De fato, a descricao termodinamica de fluido perfeito deixa de valer se o
estado termodinamico deixa de ser invariante pelo grupo de rotag¢oes (um fluido perfeito é
isotrépico no referencial comével ao fluido num dado ponto) e na descri¢ao termodinamica
da matéria, a matéria de cada uma das regioes do universo é descrita por um estado
nao puro w(A) = %, onde A é uma observavel . O estado ¢é rotacionalmente
invariante se w(RAR™') = w(A), onde R é uma rotagao. Dada a ciclicidade do trago

Tr(e BH A Tr(R-le BHRA
Tﬁ(efﬁH)) = (Tr(e*BH) )7\V/A =4 [Mz, H] =0

Observe ainda que se parte das relagdes de comutacao de py é da forma [X;, X;| =
ijX ks ij constantes, estas sao preservadas em qualquer representacao do grupo Pyr.

Surge aqui uma sutileza de extrema importancia: Para um grupo de Lie, toda repre-
sentagao do grupo induz uma representacao da mesma dlgebra de Lie. Nao necessariamente
uma representacdao m do grupo Pnr no espaco de Hilbert Hq, a qual é assequrada satisfazer

m(g1)7(g2) = 7(g192), € tal que os geradores representam a mesma dlgebra pyr. Assim

3 Observe a definicdo de estado como funcional linear positivo definido na &lgebra de observaveis dada
no capitulo@ se(;éo B possivel mostrar que dadas um representacao fiel da C*-algebra das observaveis,

qualquer estado é da forma Tr(pA), onde p é uma matriz de densidade.
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sendo, ao deformar a dlgebra de Lie de Poincaré, necessitamos considerar dois tipos de
representacoes de Pyr, as representacoes de Py que preservam a dalgebra pyr, w4, € as repre-
sentagoes do grupo Par, que nao necessariamente preservam Pyr, genericamente denotadas
mg. Nao necessariamente toda representacao my € também m4. Essa é uma distincao
nao observada pelos autores originais da inflagao nao comutativa e que tem

implicacoes profundas que sao originais desta tese

7.4 Sobre a conjectura da traducao da nao comutatividade na estrutura
algébrica das simetrias locais e a prescricao generalizada para a fisica

nao relativistica

7.4.1 As Hopf algebras

Estudemos aqui a hipotese de que podemos versar a ideia de nao comutatividade do
espaco-tempo na estrutura algébrica de simetrias de modo obter uma estrutura algébrica
admissivel.

Foi sugerido na literatura, Agostini et al. (2004), que uma estrutura da dlgebra abstrata,
chamada de dlgebra de Hopf, poderia oferecer uma linguagem natural para codificar a
nocao de simetria que faria sentido num espaco nao comutativo. Em certo sentido, uma
simetria que classicamente se manifestaria como o grupo de Poincaré, seria, num contexto
quantico, nao mapeada na sua representacao no espaco de Hilbert, mas quantizada em
algum outro sentido. Na ocasiao, os autores, ainda partindo do paradigma de que toda
a fisica quantica decorre da quantizacao de uma lagrangiana, sugeriram, e apenas no
caso do campo escalar, uma acao obtida pelo requerimento de invariancia com respeito a
acao da Hopf algebra. Este se mostrou um critério alternativo ao descrito em para
descrever a fisica do espago nao comutativo. Para obter o principal resultado original
dessa tese, partimos dessa sugestao, que uma Hopf dlgebra descreve as simetrias da fisica
de altas energias, mas tomamos um caminho diferente, ja sugerido pelo que se escolheu
discutir nos capitulos anteriores: Definir a teoria da matéria por analogia direta a como
Wigner sugere construir a teoria quantica relativistica. Isto é, pela representacao de grupos
(segundo discutido no capitulo , mas de algum modo modificado para levar em conta a

generalizagao envolvida no conceito de algebra de Hopf. A descricao que faremos da teoria
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das Hopf élgebras é baseada em Majid| (2000), Podles e Muller| (1997) e |Aschieri (2007)

Dito de um modo simplificado, a algebra de Hopf emerge como um conjunto de trans-
formagoes que atua nao somente num espago vetorial ou topoldgico, mas numa algebra,
tal como a C*-algebra, e de um modo dependente das operacoes que definem a dlgebra em
questao. Como toda a informacao que codifica o carater quantico do espaco se traduz em
algebra, nada mais natural que definir a acao das simetrias como dependentes desta.

Dada a correspondéncia entre espagos topoldgicos e dlgebras, discutida no capitulo [6]
toda agao de um grupo no espago, tal como a agao induz uma acao na C*-algebra
associada, como em [6.3] da qual a agdo no espago pode ser recuperada via o formalismo
discutido. Logicamente, nao existe nocao natural de simetria num espacgo topologico. No
espago-tempo fisico, esta emerge do requerimento de invariancia da velocidade da luz em
referenciais inerciais, nao resta critério outro para definir as simetrias do espago-tempo
nao comutativo que nao assumir que, no limite comutativo, esta seja a acao do grupo
de Poincaré. Definiremos a algebra de Hopf de maneira pragmatica a partir da maneira
como esta atua numa algebra (onde as operagoes definidas sao o produto associativo e as
combinagoes lineares), que é o caso relevante nesta tese, em vista de um candidato a atuar
na C*-algebra.

A algebra de Hopf H atua numa &algebra A como um conjunto de transformagcoes nao
necessariamente inversiveis, H : A — A, sendo esta agdo (ou representacao) denotada
he> f, he He f € A Antes de qualquer coisa, H é uma algebra, de modo que existe
uma multiplicacao definida pela composi¢ao e combinagoes lineares a coeficientes reais ou

complexos:

(hi-ho) > f=hi> (ha > f) (7.28)
(ahy + Bha) &> [ = a(hi > f) + B(ha > f). (7.29)

Especificamos a acao de H no produto de elementos de A segundo: ht>(f-g) = >, (hiq)>

f) - (hi2) > g), ou, utilizando-se de uma notagao abreviada:

he> (f-g) = (hay> f) - (he) > 9), (7.30)

onde a regra A : H — H ® H dada por A : h — Y. hjq) ® h2) é chamada de coproduto.

Decorre imediatamente que A possui uma propriedade chamada de coassociatividade,

(id @ A)Ah = (A ® id)Ah, onde id é a identidade dentre os operadores O : H — H, que
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decorre de H > (abc), onde aplicamos a regra primeiro no par (a,bc), mas que deve
produzir o mesmo resultado de aplicarmos primeiro no par (ab,c). Decorre da coassocia-
tividade a generalizagao de [7.30 para o produto de N elementos:

Hr (H 1) =11ha > 1), (7.31)

7

onde a regra AN : H — H®N obtida via
Ah=(A®id - ®id) (A ®id®id)(A ®id)Ah = hq)y @ ho) - hay,  (7.32)

produz, pela coassociatividade, o mesmo resultado, ainda que em cada termo (A®1id---®
id) alterndssemos a posigao do A. Nesse sentido, podemos identificar A com (A®id - - -®id)
ao atuar em H®V,

Quando um dos elementos na multiplicacao é a identidade de A, temos que

he>(1-g) = (ha)> 1) (he) > g9) = e(hq)) - (he) > g) = h>g, (7.33)

he>(g-1) = (hay > g) - (e > 1) = (ha) & g) - €(hp) = h > g, (7.34)

onde a regra € : H — C é chamada de counidade. Se A : H®N — H®N+1 3 counidade
faz o caminho inverso e desfaz a aplicacao de A, € : H®N*! — H®N onde identificamos €
com (e ®id--- ®id), independente da posigao de €. A élgebra A na qual H atua segundo
as regras acima ¢ chamada de H-mddulo dlgebra.

A algebra de Hopf atua em A de modo nao necessariamente inversivel, apesar disso, é
definida uma nocao generalizada de inversa chamada de antipoda, S : H — H, que no caso
de algum elemento de H ser inversivel satisfaz S(h) = h™!. A antipoda é (unicamente)
definida pelas propriedades S(h(1)) - b2y = by - S(he2)) = €(h)1g, onde 1y é a identidade

de H. Numa notacao abreviada:
(S ®id)Ah = -(id ® S)Ah = €(h)1y. (7.35)

Assim sendo, dado h() ® - @ hvy = hay2) ® haye) ® hoy - hyv-1) = ANh, em que
h1)2) ® h(y2) € o resultado da aplicacao de A no primeiro termo de AN=1h aplicamos
(S®id)®id- - -®id que produz e(ha)) @) - - - h(n-1), que poré igual a AN=2h.
Em outra palavras, inverte-se, via .S, o i-ésimo elemento de cada um dos termos somados
em hgy ® -+ - ® h(y) e pela multiplicagdo com o termo vizinho cancelam-se ambos (apds a

soma).
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Um grupo G é um caso particular de algebra de Hopf. Embora originalmente apenas a
multiplicagao esteja definida, nao ha dificuldade em introduzir formalmente a estrutura de
espaco vetorial considerando os elementos de H como expressoes formais do tipo A1g; +
Aagat- - Angn, Ni € C, g; € G. A estrutura de Hopf dlgebra é completada com Ag = ¢®g,
e(g) =1 e S(g) = g% Ocorre que enquanto a multiplicagio pela esquerda, g : a — g - a,
fornece uma representagao do grupo atuando em si mesmo, nao fornece a representagao
da Hopf algebra. A representacao é fornecida pela acao ou representacao adjunta

Ady :a — gag™.

Mais geralmente, uma representacao de H atuando sobre si mesma ¢é
dada por Ady, : f — ha)fS(hw)), h, f € H. A acdo adjunta exemplifica que ha na verdade
mais de uma maneira de uma Hopf algebra atuar em outras estruturas algébricas, em
verdade, inimeras. Ocorre que a C*-algebra das funcoes do espaco-tempo transforma-se
segundo uma H-médulo algebra pela acao de um grupo.

De fato, observamos que todas as transformagoes num dado espago topolégico X, como
6.3 atuam na C*-dlgebra das fungoes de X, C(X), segundo ht> f(z) - g(z) = (h > f(z)) -
(h>g(x)) e hi>1 =1, ou seja, Ah =h®h e e(h) = 1. As transformagdes infinitesimais de
um grupo de Lie em X (5.34), por sua vez, atuam segundo AX = X®@1+1® X, ¢(X) = 0.
Quando TAh = Ah, onde 7(a ® b) = b ® a, dizemos que a Hopf algebra é cocomutativa.
Esta observacao sugere que esta é a propriedade fundamental de um grupo que atua no
espaco comutativo.

Foi proposto na literatura um exemplo de procedimento para mapear a algebra de Lie
de Poincaré numa Hopf algebra ao quantizar a algebra de fungoes do espaco-tempo |Agos-
tini et al. (2004). Este foi especificamente aplicado na seguinte dlgebra: [z7, 2°] = i\x?,
(2%, 27] = 0, chamada de espaco-tempo rk-Minkowski (k= 1/)), cuja C*-dlgebra deno-
tamos C}. Este procedimento, contudo, exibe o mesmo tipo de nao unicidade que o proce-
dimento de quantizacao das observaveis classicas, ou seja, é essencialmente dependente da
regra f(z) — Q(f(x)). Dado um conjunto de relagoes de comutacao entre coordenadas,
a quantizacao de Weyl é um exemplo de regra de quantiza¢ao, mas nao é unico. A
quantizacio de Weyl é caracterizada por e** — e** mas podemos considerar alternativas

como a regra Qp : €% — ekTe=hoto oy Qg @ kT 5 ekod0/2pikT o —iko%0/2  Pary cada um
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destes, o k-Minkowski implica nas seguintes regras:

QR(eiPm)QR(eiqm) - QR(ei(ﬁJﬂTe‘“’O)f—i(po+qo)zo) (7.36)

QS<€ipx)QS(eiqx) — Qs(ei(ﬁe%qo+§37%P0)f—i(p0+qo)xo)7 (737>

que permite uma representagao funcional via produto estrela [6.331 Como discutido na
vizinhanga de [6.34] a cada C* élgebra corresponde uma versao do célculo integral com ela
compativel, no k-Minkowski, independentemente da prescricao de quantizacao, podemos

adotar:
/ Qns(f) = / 2o f (7.38)

A ideia de |Agostini et al.| (2004) é que cada um dos geradores infinitesimais da dlgebra
de Lie X; na algebra comutativa d& origem a geradores XZ(H) na algebra nao comutativa
dados por

X (™) = Qp g(Xie™™). (7.39)

Uma consequéncia de [7.39] dado [7.38 é que

/ XM s(f) =0, (7.40)

propriedade andloga a invariancia da medida de integracao com respeito a acao do grupo
em 4| do capitulo anterior. Outra consequéncia é que as relacoes de comutacao entre os
geradores permanecem inalteradas. Aplicando-se essa regra aos geradores de translacao

P,, os autores obtiveram que para {)p:

AP =P'®1+1® PR} (7.41)
APF =PF@1+ e @ PR (7.42)
enquanto que para {2g:
APy =Pl @1+10 Py (7.43)
APS = PP @ 3% 1 310 @ PP (7.44)

Para os geradores de rotacao, em ambos os casos {1p s:
AM; =M; ®1+1® M, (7.45)

exatamente como no caso classico.
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Os mesmos autores observaram que [7.39| aplicado aos geradores de Boost nao per-
mite ANJR S e HoH , de modo que uma defini¢ao alternativa se mostra necessaria, as
hipéteses alternativas foram que as relacoes de comutacao entre M; e N; permanecem
inalteradas. Assim como [0 assume-se que a dlgebra gerada pelos geradores de translagao
espago-temporal é um ideal, além disso, IV}, assim como no caso relativistico, transforma-
se como um vetor, o que restringe as relagoes de comutacao entre N; e P;, por raciocinio

andlogo ao aplicado no footnote [12] na subsegao [6.4}

(M, Py] = iA(P)P, (7.46)
[Ny, P = iA B(P)5; +iAC(P) PP, + iD(P)¢jim P (7.47)

onde A — D sdo fungoes algébricas arbitrérias de Py e P?, que permite expressar N; como:

N]Q<¢(;E)) =0 ([zon(—&v)@J + AileB(—Z'ax) — )\xlC’(—zax)(?lﬁj — zejklka(—zﬁx)al]gb(:c))

(7.48)
trabalhando em cima do requerimento AN ]R S ¢ H® H, os autores restringem A — D e
encontram:
‘ 1 — €2i>\80 by
NJRQR(]C) = QR ([Zl‘oaj + x](T - §V2) - )\xl(?laj]f> (749)
inh(i\ A A ,
NPs() = s (lizady + 2, 1 20 4 a0 et ) (7.50)
A Hopf algebra resultante no caso (g é:
S ps
[P, P)]=0 (7.51)
[Mj, Mk] = iejklMl [Nj, Mk] = iejklNl [Nj, Nk] = _iejklMl (752)
(M, Byl =0 [M;, ] = ieju P’ (7.53)
[N;, P§] = ie2"5 P} (7.54)
Caps [(sin(APS) A
[N;, PP] =ie 2" K : 0 §PJSP,§N (7.55)
enquanto
A(N) = N; @140 @ Ny + e 270 P @ My (7.56)

Uma observacao relevante aqui € que apenas as relagoes de comutacao entre o momento

e demais geradores sao modificadas daquelas da dlgebra de Lie de Poincaré. Ainda continua
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a existir uma dlgebra comutativa de geradores de translagcao espacial e temporal, dlgebra
esta que por construcao € um ideal. Esta dlgebra possui como subdlgebra a dlgebra de Lie
do grupo de rotagoes SO(3), Além disso, [M;, Py] = 0 e existe um Casimir pertencente a

algebra gerada por energia e momento:
C(P%) = cosh(\Py) — ?PS (7.57)

Outra observacao importante é que se X; € uma realizagao da dlgebra acima no espaco

de Hilbert, X; ® I + 1 ® X; ndo € (em particular a representagao de Fock : Observe
[7.54 Temos que:

(XiI+10 X, X;0I+1® X=X, X;]®1+1[X;,X]], (7.58)

enquanto:

X\ (pS s X pS X pS
e’g(Po ®I+I®FY) :BZQPO ®612P0' (759)

A ideia dos autores é que a fisica do campo escalar relativistico é modificada pela
introducao de uma acao invariante pela acao da algebra de Hopf e que é postulada da

forma:
S[o(x)] = / o(2)(0x — M*)é(), (7.60)

em que ¢ € C,, O, € H. Ocorre que, uma vez que Xi(H) ¢ da forma para al-
gum X; autoadjunto no produto interno (f,g) = [d*zf*g, X; é autoadjunto no produto
(f.9) = [ f*g, dado pela integral , assim sendo, a agdo é invariante por ¢(z) —
o(z) + ieX M p(x) se:

7

/ o(2)[0h, XPp(x) = 0 (7.61)

7.4.2 Uma prescrigao alternativa para a fisica quantica nao relativistica e/ou no espago

nao comutativo: a prescricao my

Apresentamos aqui a primeira versao da prescri¢cao original desta tese
para formular a fisica partindo de uma estrutura algébrica que se propoe a
substituir o grupo de Poincaré. Evitamos aqui o paradigma usual da fisica
quantica de que tudo deriva de um principio variacional tal como el6.34

Uma vez que a Hopf algebra engloba o conceito de grupo e mesmo o conceito de algebra

de Lie, uma hipdtese abrangente é postular que a fisica é invariante pela acao de uma
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Hopf élgebra nas observaveis, mas seguindo uma caminho diferente de para definir
a fisica. O nosso ponto de partida é constru¢cao GNS da teoria das C*-dlgebras. A
Construcao GNS é o que assegura que o problema de representacao das C*-dlgebras tem
sempre solucao, desde que as operacoes nela definidas tenham as propriedades requeridas
na defini¢ao (vizinhanga de [6.3)). A ideia fundamental é que para todo estado w : A — C,
funcional linear positivo definido, ou seja w(A*A) > 0, corresponde uma representagao
7, : A— B(H,), sendo B(H,,) a dlgebra dos operadores limitados no espago de Hilbert H,,,
de tal modo que H,, contenha um vetor ciclico ¥,,, ou seja, tal que a aplicagao, em ¥, dos
operadores da representagao gere todos os estados do espago de Hilbert (mais exatamente,
um subespago denso) e de modo que w(A) = (¥, 7,(A)¥,). Além disso, qualquer outra
representagao m no espago de Hilbert H, com um vetor ciclico ¥ que satisfaga w(A) =
(¥, m(A)¥) seja unitariamente equivalente a 7, isto é, existe uma transformagcao unitéria
U:H,— H, tal que:

Ur(A) U™ =m,(4), UV =1, (7.62)

A construcao GNS é de extrema importancia na matemética e na fisica. E a base, por
exemplo, do teorema de Von Neumann, que mostra que todas as representagoes irredutiveis
da dlgebra de Heisenberg sao unitariamente equivalentes. A ideia da construcao GNS é
que a propria C*-dlgebra é um espaco de Hilbert, a menos de um produto interno a ser
definido. Este pode ser tomado (A, B) = w(A*B), w um estado qualquer. O produto
interno é positivo definido pela propriedade de positividade do estado, mas (A4, A) = 0
nao implica necessariamente A = 0, propriedade do produto interno. Define-se entao o
conjunto

J={A€ A wBA) =0,YB e A (7.63)

que é tal que A -J C J, propriedade que faz de J um ideal & esquerda (compare
com a propriedade |§] de Pyr), os estados do espago de Hilbert passam a ser as classes de
equivaléncia definidas pelo conjunto J, ou seja, quaisquer dois elementos diferindo por um
elemento de J sao considerados equivalentes: [A] = A+ B, B € J, o que define o chamado

espago quociente A/.J. Assim sendo:
.(A)[B] = [AB]. (7.64)

Desse modo, a existéncia das representacoes de A se resume a existéncia dos estados, ou
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funcionais positivo-definidos, mas isso é assegurado pela existéncia dos funcionais multipli-
cativos das C*-algebras comutativas[6.4. De fato, cada elemento de A que comuta com sua
adjunta (elemento normal) gera uma subdlgebra comutativa com funcionais multiplicati-

vos. Existem elementos normais em qualquer C*-algebra, pois todo elemento de A pode ser
(A+A4%) | (A—4A"
7 T3

reescrito como a soma de operadores normais: A = ). Como argumentado na
se¢do[6.2) um funcional w ¢ positivo-definido se e somente se for limitado (w(A) < C[|A]]),
o que equivale a ser continuo, e ||w|| = w(1) (||w|]| = C), e 0 j4 comentado teorema de
Hahn-Banach diz que podemos estender funcionais limitados num espaco de Banach para
todo espaco mantendo a norma (isto é, estender de modo continuo). Assim sendo, a ex-
tensao dos funcionais multiplicativos conclui a prova da existéncia das representacoes. A
norma das C*-algebras participa do processo assegurando a existéncia dos estados. A
continuidade do produto com respeito a norma (||A - B|| < ||A|| - ||B]|), implica que os
elementos da algebra sao realizados como operadores limitados. Ao remover a norma da
definicao da algebra, temos o que se chama de x-dlgebra, que pode ser realizado de modo
analogo, resultando agora em operadores nao limitados, mas resta a questao da existéncia
dos estados que deve ser tratada caso a caso. Como discutido em [5.2.3} existem diversos
tipos de representacoes de grupos, tais classificagoes se aplicam a qualquer representacao
de estrutura algébrica por transformacoes lineares num espago vetorial. Ocorre que os mais
diversos tipos de estados se traduzem nos mais diversos tipos de representacoes.

Podemos aplicar uma versao da construgao GNS que produz uma representagao da
dlgebra de Hopf no espago de Hilbert de modo a satisfazer a regra de Leibniz [7.31] Mas a
multiplicagao pela esquerda, como comentado, nao fornece uma representagao. Para faze-
lo, temos que considerar a Hopf dlgebra dual, H*: o conjunto dos funcionais lineares
em H: (¢,h) — C, ¢ € H*, h € H. Esta pode ser transformada numa Hopf dlgebra
com estrutura induzida daquela em H: (¢, h) = (¢ @ ¢, Ah), (A, g @ h) = (1, g - h),
(1,h) = e(h) e e(y) = (¢, 1).

Podemos entao definir a acao de H no seu espaco dual H*, que o transforma numa
H-modulo algebra, fornecendo uma representacao chamada de corregular a esquerda
R*: H*  — H*:

(Ri(¢),h) =< by, h > < ¢2),9 >=< ¢, hg > . (7.65)

Para proceder na construcao, assim como nas C*-algebras, necessitamos de uma involucao
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x : H — H, caracterizada pelas propriedades (A + B)* = A* + B*, (AM)* = MA* e
tal que (AB)* = B*A* e (A*)* = A. Precisamos, na verdade, apenas assegurar que
essas propriedades sejam compativeis com a involucao X* = X, pois as transformacoes
infinitesimais geram subgrupos de um parametro que sao mapeadas em transformacoes
unitarias da formalf5.44] Além disso, compativeis com a estrutura de Hopf dlgebra segundo:
Ah* = (AR)*®*, e(h*) = €(h) (uma vez que € é um funcional linear limitado e satisfaz
€(1) = 1 e a involuciio é caracterizada por w(A*) = w(A) para todos os funcionais com essa
propriedade). Destas, pela unicidade da antipoda, decorre (S o *)? = id.

Analogamente ao que ocorre nas C*-dlgebras, H* é um espaco de Hilbert, a menos de um
produto interno a ser definido. Este produto interno deve ser tal que (¢, ht>)) = (h*>¢, ).

A prépria teoria das Hopf algebras fornece uma candidato chamado de integral a direita,

[ : H* — C, definido pela propriedade:

(/ ®id) o A = 1y / (7.66)

Analogamente, define-se a integral a esquerda, ambas as integrais sao tnicas, a menos de
um fator multiplicativo. Observe que no caso da Hopf algebra ser um grupo de Lie, H* é
o conjunto das fungoes definidas na variedade do grupo, a propriedade [7.66| é equivalente

a invariancia da integral destas com respeito a acao do grupo por translacoes a direita,

o(g1) = (9192):
/RM: /¢<1> < b)), g1 >= 6(91)/¢= /cb, (7.67)

propriedade que vincula a escolha da medida de integracao na variedade do grupo. A
integral a esquerda nao ¢ necessariamente equivalente a integral a direita, na teoria dos
grupos de Lie, por exemplo, as medidas invariantes por translagoes a direita, ¢(g;) —
#(g192), sdo também invariantes por translagoes a esquerda, ¢(g;) — @(gag1), nos grupos

compactos. A integral a direita se relaciona com a agao corregular a esquerda segundo:

/(¢ >g)"f = /g*(¢* > f) (7.68)

Definimos entao o ideal Jg-:

JH*:{fEH*//g*f:O,VgeH*} (7.69)
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que define o espago de Hilbert H*/Jg«. Decorre que transformamos o espago de Hilbert
numa algebra nao comutativa, no qual atua a Hopf algebra segundo as regras em que atua
na C*-algebra das fungoes do espaco-tempo.

O que decorre da discussao acima é que dispomos de duas estratégias de representacao
de uma Hopf algebra no espago de Hilbert. A primeira utilizando-se de funcionais lineares
na prépria Hopf algebra H, onde desconsideramos completamente a estrutura de coproduto
(até um momento posterior que vamos discutir), e outra encontrando funcionais em H* tais
como a integral, de modo a reproduzir a regra de Leibniz. Para ambos os métodos, vale
a nogao de representagoa irredutivel e o lemma de Schur. As representacoes do tipo GNS
tem em comum o fato de possuirem um vetor ciclico, aquele na qual a atuacao de todos os
elementos da dlgebra gera um subespaco denso no espago de Hilbert onde se representa a
algebra. Numa representagao irredutivel, todas os vetores sao ciclicos.

Feita essa discussao, enunciemos a referida prescricao:

Prescricao 1 (7). Seja py uma Hopf dlgebra com geradores X; e Py o grupo gerado pelos
subgrupos de um parametro da forma e=% t € R. Seja my : por — O(D) (em que O(D)
sao os operadores essencialmente autoadjuntos no dominio invariante D) a representa¢do
irredutivel de H (por qualquer dos métodos acima) com conjunto de autovalores dos opera-
dores de Casimir X' = (Ao, \;). Seja UNT a representacio de Py gerada por elementos da

—imv (Xt - A representacdo de Py que descreve a teoria livre é obtida de pela a

forma e
substituicao:

Uy, — U, (7.70)

para algum conjunto N'. Essa prescrigio nos leva o sequinte representacdo do grupo P

para descrever a radiacao sequndo uma teoria livre:

UNP =2 Uuy™eN) (7.71)

N=0

Esta prescricao ainda nao esta completa, falta ainda definir a regra que leva o conjunto
de autovalores de Casimir de Poincaré, A\, para o conjunto de autovalores de Casimir
da Hopf algebra \'. Tratemos disso mais adiante. Por agora, observemos que leva
as equacoes fundamentais da inflagao nao comutativa segundo a discussao na secao
Observe que estamos aqui substituindo uma representacao do grupo de Poincaré associada

a teoria livre por um representacao my; do grupo Pyr (conforme discutido em [7.3)).
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Os geradores dos subgrupos de um pardmetro de [7.71], contudo, nao ne-
cessariamente produzem uma representacao da mesma Hopf dlgebra pn. Em
outras palavras, se H é o gerador de translacoes temporais da dlgebra cujo
Casimir é a relacao de dispersao inflaciondria, pode nao ser. FEssa
condi¢cao nao ser satisfeita, enquanto descreve a teoria livre, implica-
ria que nao existe uma nocao unica de relacao de dispersao na fisica. Esse
tipo de representacao ser aplicado em fisica pode significar que um estado de
duas ou mais particulas que € estdvel num referencial pode ser instdvel em
outro referencial, conforme discussao no footnote[6] do capitulo anterior. Ou
ainda, uma matriz de espalhamento que conectasse estados de uma particula
com estados de duas ou mais particulas nao conservaria energia em todos os
referenciais.

Para analisar se este é o caso, precisamos considerar restricoes adicionais na estrutura
algébrica dos geradores das simetrias. Estas restricoes sao justamente sobre a forma da
relacao de dispersao que produz a inflagao. Podemos considerar o ansatz dos auto-
res originais, mas apresentamos aqui uma extensao sistematica da classe de relagoes de

dispersao inflacionarias, um dos resultados originais desta tese.
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Capitulo 8

A Inflacao Algébrica II:
Uma nova prescricao para definir a fisica inflacionaria

nao relativistica

8.1 Introducao

No capitulo anterior, escolhemos definir a fisica, nao por uma deformagao da agao dos
campos, como usualmente feito na literatura, ou mesmo em tratamentos nao relativisticos
da inflagdo como em Martin e Brandenberger (2001),Brandenberger| (2003) e Martin e
Brandenberger| (2003)), mas por um esquema de representacao de simetrias generalizado
que parte de uma Hopf algebra. Propusemos a prescricao 1| para definir a fisica. Ob-
servamos que leva as equagoes fundamentais da inflacao nao comutativa segundo a
discussao na secao [7.2l Observe que estamos aqui substituindo uma representacao do
grupo de Poincaré associada a teoria livre por um representacao my do grupo Pys (con-
forme discutido em . Contudo, os geradores dos subgrupos de um pardametro
de nao necessariamente produzem uma representacao da mesma Hopf
dalgebra pn. Essa condicao nao ser satisfeita, enquanto descreve a teoria
livre, implicaria que nao existe uma nog¢ao unica de relagcao de dispersao na
fisica acarretando em problemas conceituais como as descritas no final do
capitulo anterior. Isto é, uma fisica que se propoe ser invariante pela agcao
de geradores que satisfazem uma dlgebra de Hopf p, nao necessariamente
pode ser descrita por uma representacdo da forma[7.71. Para determinar se

os geradores de qualquer representacao my do grupo Py que realiza a inflacao
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nao comutativa realizam também a mesma Hopf dlgebra, precisamos inves-
tigar restricoes adicionais na estrutura algébrica que se propoe a substituir
a dlgebra de Lie de Poincaré. Estas restricoes sao justamente sobre a forma
da relacao de dispersao que produz a inflacao. Podemos considerar o ansatz
dos autores originais, mas apresentamos aqui uma extensao sistemdtica
da classe de relagoes de dispersao inflaciondrias, um dos resultados originais
desta tese.

Obtemos que nao pode realizar a mesma &algebra de geradores pys para nenhuma
escolha inflacionaria de relagoes de dispersao compativeis com o requerimento de minimo
ntimero de e-folds. Em particular, provamos que nao existe grupo de Lie (como o grupo
de Poincaré) que possa realizar a inflagdo ndo comutativa, necessariamente temos que
recorrer a estruturas mais gerais, como as Hopf algebras, por exemplo. Propomos aqui
uma nova prescricao para definir a fisica nao relativistica que restringe a ocorréncia de
representacoes do grupo Py aquelas que realizam a mesma algebra de geradores ppr. Se
acompanhada de uma regra geral para deformar a algebra de Lie de Poincaré numa Hopf
algebra que a deforma em funcao da informacao que define um espaco nao comutativo
(como na subsegao , temos uma prescrigao alternativa aquela que existe na literatura
para definir a fisica no espago nao comutativo, prescricao essa com vantagens conceituais
como evitar por constru¢ao problemas com renormalizacao e unitariedade (dificuldade
que geralmente ocorre na quantizacao de lagrangianas gerais, inclusive em teorias nao
comutativas obtidas da prescricao , ou a existéncia de uma nocao tunica de simetrias
aplicavel a todos o campos, que demonstramos por nao ser satisfeita pela prescricao

dominante na literatura ((6.34)).

8.2 Condigoes sobre f(FE) analogas as condigoes de rolamento lento da

inflacao dirigida por campo escalar

Como discutimos no capitulo|3] na realizacao da inflagao no contexto de campos escala-
res, nao € a forma especifica do potencial que leva a inflagao, mas a validade das condicoes
de rolamento lento, e Essas condigoes implicam que existe uma grande varie-

dade de condigoes iniciais no espaco de configuracoes do campo que produzem a quantidade
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necessaria de inflacao, o nimero minimo de e-folds [3.85]

Podemos nos perguntar se a mesma situagao ocorre na inflacdo nao comutativa: As-
sumindo a forma das equagoes do modelo, e , existem desigualdades sobre f(FE)
em que levam a uma inflagdo bem sucedida no limite homogéneo? Por homogéneo,
queremos dizer sem considerar vinculos no espectro de perturbagoes gerado (comentare-
mos sobre o problema adiante) e por bem sucedida, queremos dizer que produz o nimero
minimo de e-folds e nao tenha problema de saida graciosa.

A escolha f =1+ (AE)* feita em |Alexander et al.| (2003) nao é tao arbitraria quanto
pode parecer a primeira vista. De fato, a substituicao dessa relacao no denominador de
leva a uma equagao de estado w = p/p constante no limite de elevadas temperaturas
se o espectro de p(E,T) atinge seu maximo a valores de energia cada vez maiores para
valores de temperatura cada vez maiores e de tal modo que a principal contribuicao da
integral de na energia venha de regioes com energias arbitrariamente elevadas, como
no espectro de Planck usual. Essa aproximacao é a justificacao da escolha.

Como demonstrado numericamente em Alexander et al.| (2003), a hipdtese de picos de
p(E,T) para valores arbitrariamente maiores de energia falha para a escolha de f(F) feita
quando se restringe a no intervalo inflacionario. Para elevadas temperaturas, temos, ao
invés disso, um pico saturado (veja Fig 1 em Alexander et al. (2003)). Demonstramos a
seguir uma extensao sistematica da classe de fungoes f(F) que leva a inflagao, extensao essa

original desta tese, comegando por versar requerimentos cosmologicos em desigualdades

sobre f(E).

8.2.1 Condigao de termodinamica aceitavel e limite de baixas energias

Podemos esperar que para um f(FE) genérico, as equagoes [7.197.20] produzam uma
curva genérica para a equacao de estado w = % como mostrado na Fig. , com w ~ 1/3
para baixas temperaturas e um periodo de aceleracao —1 < w < —1/3 para algum intervalo

de altas temperaturas entre T e T5.

- E2 1.d(p®)
Na equacao |7.18] ¥ 37 dE

de uma particula acessiveis por intervalo de energia (que decorre de Q(E)dE = Q(p)dp).

é proporcional ao numero de estados

Eff| _ | 2dp| _
1—7‘—\19% =

Disso, observamos o primeiro requerimento fisico: algumas escolhas de relacao de dis-

persao levam a expressoes divergentes de densidade de energia e pressao no equilibrio
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w=1/3

00 0.5 1.0 T15 20 2.5 30

Figura 8.1: Generic graphic of w(T') versus T

termodinamico, porque levam a muitos estados de particula por intervalo de energia. Re-
queremos adicionalmente que f(E — 0) — 1 para baixas energias, ou seja, a relagdo de
dispersao seja usual. Adicionalmente, requeremos que w(7T — 0) = 1/3 para a equagao
de estado usual de baixas energias. Essas condigoes sao na verdade relacionadas e, com
a condigao adicional limg_,o Ef'(E) = 0, temos o primeiro conjunto de condigoes sobre a

relagdo de dispersao (para a demonstragao, veja o apéndice A do nosso artigo ?):

Teorema 5. Se #

— f/TE‘ <C(1+E" e # < C'(1+E*) para constantes reais positivas
C e’ eparainteiros k e k', f(F) e f'(E) continuos para E > 0 com limg_,o f(E) = 1, and
limg 0 Ef'(E) =0, entdo as expressoes para densidade de energia e presio no equilibrio
térmico sao finitas e:

p(T) 1

71“13%) p(T) 3
8.2.2 Condigao de niimero minimo de e-folds

Outra condi¢ao que precisa ser satisfeita pela inflacao é que tenhamos um ntimero
minimo de e-folds N, [3.85l A estimativa desse nimero depende do problema em consi-
deracao (flatness, horizon, etc), O nimero é 2> 60.

Da Fig. podemos estimar que

1hrl pT2) <N < ! In PT2)

2 p(Ty) 3(1 = wiin)  p(Th)

Essa estimativa vem da equacao de conservacao da energia que leva a —3(1 — %)dlna <

(8.1)

dlnp < —3(1 — Wy )dIna. Chegamos, por tanto, a conclusao de que para um nimero
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minimo de e-foldings A, ¢ suficiente que 222 > exp2A. Em particular, é suficiente

p(T1)
% — o0. Esse é o caso para modelos de inflagao com equacao de estado constante no
limite de altas energias.
Obtenhamos condicoes que asseguram equacao de estado constante no limite de al-
tas temperaturas (veja apéndice B da nossa publicacao Machado e Opher| (2012) para

demonstragao):

Teorema 6. Defina g =1 — fTE com as sequintes propriedades:

1. g(E = 0) =1 e g € continuamente diferencidvel para E > 0.

2. Eziste um nimero finito N de energias Eo1, Eoz, ... Eon tais que g(Ep;) =0 e % >
0.
3. Eziste um € > 0 tal que g(E) < —e€ para E > E
Sob tais condicoes,
1 Eo1 Eo2
lim w(T) = —(/ E?/f*dE —/ E?/f3dE + ...
T— o0 3 0 Eoy
Eon 00 0o
+/ B2/ f3dE — / E2/f3dE>// 9| B2/ f3dE, (8.2)
Eon-1 En 0

onde cada integral envolvida converge.

E importante comentar que no trabalho original |Alexander et al.| (2003), a aproximagao

Tim w(T) ~ ﬁ (8.3)

é feita ao invés de uma férmula exata. Adicionalmente, as condicoes do Teorema [5| sao
automaticamente satisfeitas.

Adotemos a seguinte convencao:

Definigao 1. O conjunto G consiste de todas as fungoes g satisfazendo todas as condi¢oes

do teoremalfl e tendo N raizes.

A despeito de todos os detalhes matematicos envolvidos nesta e nas demais proposicoes
que constroem a classe de relagoes de dispersao, a observacao relevante aqui ¢ a forma
da funcéo p(F), que relaciona a energia com o médulo do momento, que advém dessas

condigoes.
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A primeira condicao é relacionada com o limite de baixas energias da relacao de dis-
persao, ou seja, como esperado, limg_,op(E)/E = 1. Os zeros da funcao g(FE) sdo maximos

;o . ~ . d . .~
e minimos locais do momento como funcao da energia (7% = 0), i.e., pontos de transicao
entre modos de pressao positiva e negativa (se |j—%’ > 0). A Inflagdo necessariamente

ap

, 95 < 0 é entao necessario, porque o mecanismo de inflagao é

precisa de pressao negativa
tal que, quando o universo expande, o comprimento de onda de estados de uma particula
aumenta, o momento diminui em proporc¢ao inversa e, para particulas com uma relacao
de dispersao convencional, na qual j—g > 0, isso implica em diminui¢ao da energia, mas
para particulas com j—g < 0 a energia aumenta, levando a pressao negativa. Esse raciocinio
assume p = p(F), uma funcdo que associa um dnico valor de momento (em médulo) para
cada energia, o que estd implicitamente assumido em [7.17]

A existéncia de pontos com g—g = 0 é entao necessaria para inflagdo e implica que
devemos ter fungoes p(F) nao inversiveis. O nimero de tais pontos é relacionado com
oscilacoes mais complexas da equacao de estado como funcao da temperatura. A condicao
é a condigao importante aqui, porque implica que p(E — oo) = 0, que por sua vez leva
a existéncia de um momento maximo abaixo do qual todo nivel de energia é mapeado (os
autores originais associam isto a uma minima escala sondédvel no espago). A condigao
implica em um nimero finito de ramos de energia. Os ramos de energia sao regioes

conexas do gréfico de pontos (F, ||p||) onde a equagao p = p(F) é inverssivel num intervalo

de energia que nao pode ser estendido de maneira conexa.

8.2.3 A condigao de saida graciosa

O problema da saida graciosa vem do fato de que se, em alguma vizinhanga de T', p(T")
é uma fungao diferencidvel e inversivel, podemos escrever w = w(p), a equagao de estado

para um fluido isentrépico. Para uma métrica FRW, a conservacao do tensor energia-

momento, T/ = 0, se traduz como @ =-3(1+ w)df e temos que, se existe um 7j nessa
vizinhanga tal que py = p(Tp) e w(py) = —1, a equagao anterior pode ser reescrita como
dne — —3(1+w(lnp)), e tem uma tnica solucio p(Ina) = py para p(lna) = po.

Pelo teorema da fungao inversa, temos que se p(7T") é uma funcao continuamente di-
ferenciavel de T e para algum valor T temos que }gﬂ > 0, entao decorre que p(7T) é

uma fungao inversivel numa vizinhanca U que contém Tj. Isso significa que se existe tal
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temperatura T entao nessa temperatura o universo nunca deixa a fase acelerada. Como

demonstramos (no apéndice C), g—; > 0 sempre.

Pode-se esperar do acima exposto que todas as relacoes de dispersao levando a limy_,,, w €
(—1/3,—1) levam a uma cosmologia aceitavel. Isso nao é verdade. Precisamos ter w > —1
para evitar o problema da saida graciosa, como discutido acima. Nao ¢é verdade em geral
que limy_,o w > —1 implica w(T') > —1 para todo T.

Considere, por exemplo, a funcao 6(FE, Ey, 6, o) E| Esta é uma funcao infinitamente

diferenciavel que utilizamos para construir a seguinte fungao g:
g(E)=1+4+0(F,0,1,—-1.05) + 0(FE, 100, 3,3) + 0(FE, 200, 3, —3.2) (8.4)

Esta funcao corresponde a um momento que primeiro decresce com a energia rumo a
zero, entao aumenta e depois decresce novamente em diregao a zero, e produz o gréafico da
Fig. [8.2] que mostra um problema de saida graciosa: existe uma temperatura 7' tal que
w(T) = —1, mesmo com uma equagao de estado assintética satisfazendo w > —1.

5 3 4 1 3 5 7 9 1 13 o

034

0.17
0.01

\ -0.14
= -0.31
p -0.47

-0.63

-0.8

-0.96
-1.1

In(T)

Figura 8.2: w(T) versus In(T) para a funcao g da Eq. Temos nesse exemplo uma
equacao de estado de alta temperatura no intervalo inflaciondrio (w(T' — o) ~ —0.6), mas

para algum T, temos que w(T') < —1, levando a um problema de saida graciosa.

Somos levados a préxima questao: Que condigoes asseguram w(7") > —1 para todo 17
Asseguramos isso pelo seguinte teorema (veja o apéndice C de Machado e Opher| (2012)

para a demonstracao):

Teorema 7. Se g € Gy, uma vez que tenhamos limp_,, w > —1, necessariamente teremos

w(T) > —1 para todo T se g > —1/3.

E-Eg

_ _ 1
1 Que tem valor 0 quando E < Ejy; valor a quando E > Ej + §; e valor af_11+2 e 1-22dx/I, com

a1
I= f_ll e 1-+2dzx, quando 0 < F — Ey < §. Uma transigao suave entre dois valores
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Esta é uma condicao suficiente para evitar o problema da saida graciosa e nao uma

condicao necessaria.

8.3 O algoritmo numérico

Nao é 6bvio como inverter a Eq no intervalo (—%, —1) para identificar deformagoes
genéricas de relacao de dispersao que levam a uma equacao de estado inflacionaria a altas
temperaturas. Nossa estratégia serd postular uma familia de um parametro («) de relagoes
de dispersao que sejam asseguradas por construgao conter pelo menos um intervalo do
parametro o onde a inflacao ocorre de maneira bem sucedida.

Faremos isso construindo uma sequéncia de fungoes gy, N = 1,2, ... compativeis com
todos os requerimentos considerados até agora e de tal modo que limy_ o wR < —1
(limy0o wn(T) = w) e outra sequéncia tal que limy_o w3y > —1/3. Interpolare-
mos continuamente com respeito a um parametro « entre dois elementos suficientemente
avangados dessas sequéncias (de tal modo que os elementos satisfagam a mesma desigual-
dade que o limite), de um modo compativel com os requerimentos anteriores e tal que
limy_, . w dependa continuamente com o parametro a.

Uma dessas sequéncias é construida utilizando-se do seguinte teorema que assegura
limy_eow < —1 para N suficientemente grande (Veja apéndice D de Machado e Opher

(2012))

Teorema 8. Suponha uma sequéncia funcional gy, N = 1,2--- tal que (gn € G1, gy >

—3 egn(én) =0):
1. gn(E)>1—-E/éy, 0 < E < &n para todo N.
2. lgn(E)| < eny para E > &y.
3. gy <cn,0<ceny<ce(ey—1)éy <k para E <Ey.
4. ey — 0 quando N — oo.
5.3, 0<¢ <&y tal quegy <1+aFE,a>0,se <

entao, limy_,o WY = —00.
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Para construir a outra sequéncia, utilizamos a seguinte proposicao que assegura [imy_,co w3 >

—1/3 para N suficientemente grande (veja apéndice E em Machado e Opher| (2012)):

Teorema 9. Suponha uma sequéncia funcional com gy(E) (gn(E) € G com gy(E) >

—1/3 e gn(én) = 0) satisfazendo:

1. gn(E) < 1+ aF para E <&, para todo N e 0 < a < 00

2. gn(E) > 1= BE para algum 0 < B < oo, para E < £ <& e para todo N

3. gn(E) < 1/3 =€, para algum € > 0, E > &' e para todo N.

4. €y — 00 quando N — oo

5. gn(E) < —=1/3+ ey para E > &y + Ay, com ey — 0 e Ay — 0 quando N — oo
, entao, para N suficientemente grande nos temos wy > 0.

As proposigoes acima ainda funcionam sem a restricao gy > —%, mas o teoremas
anteriores nao sao suficientes para assegurar saida graciosa da inflagao.

Por uma interpolagao, nos referimos a uma fun¢ao g(a, E) com « € [aq,as] tal que
g(a1, E) = gy(F) com w¥ > —1/3 e g(aq, E) = gy (E) com w*y < —1, g(a, E) continuo
(i.e. ||(aq, Eq) — (o, E5)|| < d implica |g(aq, E1) — g(ag, Es)| < € para qualquer € e algum
9) g(a, E) € Gy para todo «.

Extremamente importante para este procedimento ser valido em geral é que possa-
mos assegurar continuidade da equacao de estado de alta temperatura com respeito ao
parametro de interpolacao «. Precisamos ser cuidadosos, em geral, enquanto construindo
familias continuas de um parametro de fungoes continuas e esperando que a integral dessas
fungoes seja continua com respeito ao parametro associado. Considere o exemplo envol-

vendo uma integral em um intervalo ilimitado (exatamente como na Eq. (8.2)))

L o-(an)?  if
e if a>0
gz, 0) =3¢ V7 .
0 if a=0
Temos que g(z, v — 0) = 0, mas lima_yo [ g(z,a)de =1 e [7_g(x,0)dz = 0. Entao,
nao temos continuidade da integral com respeito ao parametro a. A definicao da classe
G de funcgoes torna facil assegurar a continuidade desejada, mas mesmo na Fig.3 de |Ale-

xander et al.| (2003) temos um exemplo de descontinuidade da equacao de estado de alta



Capitulo 8. A Inflagao Algébrica II:

198 Uma nova prescri¢cao para definir a fisica inflaciondria nao relativistica

temperatura com respeito ao parametro « (Demonstragdo do teorema no apéndice F de

Machado e Opher| (2012)):

Teorema 10. Suponha g(E,«) uma funcao limitada (|g(E, )] < C para todo « e todo
E) e diferencidvel tal que g(E,«) € Gy para todo o € [y, ] (e, como consequéncia da

definicao de Gy, % < 0 quando E = &y () de tal modo que g(E,&n(a)) =0 ), entao:

1 S B (B a)*dE — [ B/ f(E,0)*dE
3 Jo 19(E )| B2/ f(E, a)3dE

(8.5)
¢ continuo com respeito ao parametro .

Os ultimos trés teoremas apenas afirmam que podemos comegar com um quase ar-
bitrario palpite inicial para g(E) e, por controle numérico de algum nimero finito de
parametros de deformacao, construindo uma sequéncia, podemos construir uma familia
de um parametro de deformacoes da relagao de dispersao que conterd um intervalo do
parametro a de equagoes de estado assintéticas inflaciondrias (i.e. w(T — oo0) conterd na
sua imagem o intervalo (—1/3,—1)), terd uma equagao de estado convencional a baixas
energias e nao tera problema de saida graciosa. Os teoremas de sequéncias funcionais dao
flexibilidade para deformar o palpite inicial ao longo de toda sua extensao. Desde que
tenhamos encontrado os extremos da familia, digamos g;(F) com w(T — oco) > —1/3 ¢
g2(E) com w(T — o0) < —1, se g1(&1) = 0 e ¢g2(&) = 0 para & < &, dg1(E)/dE < 0 e
dgs(E)/dE < 0 no intervalo (&;,&,), entao ag(E) + (1 — a)ge(F) com 0 < o < 1 satisfaz

todos os requerimentos do teorema de continuidade, por exemplo.

8.4 Uma prescricao alternativa para a fisica quantica nao relativistica

e/ou no espa¢o nao comutativo: a prescri¢ao 4

Em propusemos uma prescricao para a construgao da teoria livre a partir da
construcao GNS aplicada as Hopf algebras. Esta prescri¢ao, embora ainda aplicavel apenas
a teorias livres, quebra o paradigma usual da fisica quantica de que tudo decorre de uma
acao a ser quantizada. Essencialmente, Py é um grupo associado a uma Hopf algebra
e postulamos que uma representacao unitaria m; no espago de Hilbert, a qual satisfaz
o(91 - g2) = ma(91) - T4(g2), 91,92 € Py, descreve a radiacdo na descricao de teoria livre.

Essa prescricao concorda com as equagoes fundamentais da inflacdo nao comutativa como
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formuladas originalmente. Contudo, como nao estamos a principio lidando com grupos de
Lie, nao é verdade em geral que toda representacao do grupo induz uma representacao
da mesma algebra de geradores. Para determinar se a representacao realiza a mesma
algebra e, por tanto, com mesmo Casimir, necessitdvamos de mais informagao sobre a
classe de relagoes de dispersao envolvida na inflacdo nao comutativa. Com base na
andlise das secoes anteriores, mostraremos que nenhuma dlgebra de Lie pode
realizar a inflacao nao comutativa. Além disso, a representacgao [7.71], para a
classe de relacoes de dispersao inflaciondrias, nao preserva a mesma dlgebra
de geradores de qualquer Hopf dlgebra que possa ser utilizada na construgcao
das representacgoes irredutiveis que a compoem. Se a representacdo|7.71| fizer
parte da fisica, significaria que nao existe uma nog¢ao unica de relacao de
dispersao no universo, levando a problemas conceituais, como as discutidas
no final do capitulo anterior. Uma solucao para esse problema seria, assim
como € feito na teoria de campos usual (e discutido no capitulo @ , restringir,
por postulados, a classe de representacoes de Py que ocorre na mnatureza,
para aquelas que preservam a mesma dlgebra de geradores. Assim sendo,
deveria ser substituida por outra representac¢ao de Py. Propomos aqui
uma alternativa a [7.71), que pode ainda ser estendida a toda a teoria de
campos em interacao evitando, por construcao, problemas com unitariedade
e renormalizacao que advém da técnica usual de diagramas de Feynmann
quando tratamos Lagrangianas gerais como e [6.34. Este é o principal

resultado desta tese.

8.4.1 A decomposicao na forma integral direta

No capitulo [5] discutimos a generalizagao para dimensao infinita do teorema espectral
feita por Von Neumann, Teorema [I] Afirmamos que nos delongamos sobre ele por ser
uma das bases de toda a teoria de representacao de operadores no espaco de Hilbert. Pois
bem, partimos deste teorema para deduzir uma importante representacao para operadores
autoadjuntos no espaco de Hilbert, a forma integral direta.

Sabemos da praxe usual da mecanica quantica que os operadores posicao e momento que

representam irredutivelmente a dlgebra de Heisenberg podem ser (ndo simultaneamente)
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diagonalizados e postos na forma z : ¥ (z) — 2z (x) no espago de Hilbert L?(R). Esta,
contudo, nao é a forma geral na qual um operador autoadjunto pode ser diagonalizado, esta
forma é valida apenas quando o operador é ciclico e o espectro é igual a R (footnote [5| na
subsecao . Vamos discutir essa generalizacao, mas primeiro faremos um comentario
preliminar sobre a integral de Stieltjes (definida no footnote 4| da subsegao e a mais
geral integral de Lebesgue.

Quando definimos a integral de Stieltjes, discriminamos dois tipos de conjuntos de R, os
da forma {a,} e os da forma (a,,b,). A cole¢ao de todos esses conjuntos é o que se chama,
na teoria da medida, de semi-anel. Uma semi-anel S é uma colegao de conjuntos que
possui o conjunto vazio §); se S; e Sy € S, entao S; NSy € S; se Sy C S estao em S, entao
existem S; € S disjuntos tais que S — Sy = 37", Sj, m < o0 E| A fungao p()) ¢ utilizada
para definir o que se chama de medida positiva o-aditiva em S, isto é p : S — R
de tal modo que pu(S) = Y~ 1(S,) sempre que S = Y >, S,. Na teoria da medida e
integracao, o problema fundamental é definir toda uma variedade de regras de integracao
[ du numa classe F,, de fungoes f : Q — R que satisfaca [ du oo o fo = D ooey [ difns
fn € F,,. Tanto a definigao da classe F, como da integra¢ao [ passam pela defini¢do de uma
classe especial de conjuntos chamados de conjuntos mensuraveis, denotados A, e regras de
medida g : A — R*. De modo que as fungdes mensurdveis sejam f = > >~ a,xa, € as
integrais [ fdu =Y 7 anpu(A,). Para tanto, A e p precisam ter propriedades especiais.
Ocorre S e i1 : S — R sdo a minima informacao que precisa ser especificada para definir
unicamente um espac¢o de medidas (), A, ). O processo que passa de (2,5, u) para
(Q, A, ) é chamado de extensao de Lebesgue. Assim sendo, voltemos ao problema
original.

Dado um operador autoadjunto A no espago de Hilbert separdvel H (que admite
base normalizavel contavel, como discutido na subsecao , existe uma transformacao
unitaria U tal que H é posto na forma Zn@L2(R, ), a soma direta enumeravel (footnote
da subsecao de espagos de Hilbert L?(R, u,) f onde, em cada L3(R, ), A se

representa como operador multiplicativo 1 (A) — A(A).

26—Sp = SNSE, S§ é o complementar de Sy e o somatério de conjuntos representa a uniao de conjuntos

disjuntos
3 0O espaco de Hilbert das funcdes f : R — C de médulo quadrado Lebesgue integravel com respeito a

medida de integra¢ao ., ou seja,0 produto interno se escreve (¢(A),¥(N)) = [ dund*(A\)Y(N)
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De fato, utilizamos a projecao espectral prevista pelo teorema de Von Neumann,
E(N). Seja H; um subespago de H de vetores da forma Uy = [ f(A\)dE(X)¥, sendo
U, € H um vetor arbitrario. A norma desses vetores é dada pela a integral de Sti-
eltjes: [ f*(A\)f(N)d(¥y, E(A\)¥y). Assim sendo, podemos mapear isometricamente H;
no espago de Hilbert L*(R, ), em que u; é a medida associada & integral de Stieltjes:
[ dpy = [d(¥q, E(N)¥4). H;y pode ou nao ser o espago de Hilbert total. Se for, o teorema
estd provado, se nao, H; define um subespaco fechado M; C H. Escolhemos entao W5 no
complemento ortogonal de M, e repetimos o processo construindo o espagco Msy. Como
o espaco de Hilbert é separavel, esse processo pode, no maximo, gerar uma colecao enu-
meravel de subespagos ortogonais M,,, n =1,2,---, tal que zn@/\/ln = H, estabelecendo

uma correspondéncia unitéria U : H =Y M, — 3 “LA(R, p,):

( / L (VAEO) T, / S NAEN)Ts, ) = (), LoV, ) (3.6)

Pelo teorema de Von Neumann, A = [ AdE(\), o que implica que, dado U = (f1(A), fa(A), -

VAU = (Afi(), AL, ), 0 € ST LR, ) (8.7)

Todos os espagos de Hilbert L?(R, y1,,) possuem a mesma o-dlgebra A (obtida do mesmo
semi-anel por extensao de Lebesgue), os chamados conjuntos Borel, mas medidas p,

diferentes. Podemos construir uma nova medida a partir dessas:

oo

1

A =>" gnlin(B), A€ A (8:8)
n=1

esse medida ¢é finita para todo A € A, pois 1;(A) = [ xad(V;, EQ)Y;) < (U, 0,) =1, xa

a fungao caracteristica do conjunto A. Esta medida satisfaz ainda u(A) = 0 < p,(A) =0

para todo n. O teorema Radon-Nikodym (ja utilizado em afirma que podemos escrever

cada uma dessas medidas como:
fn(A) = /(bn()\)d,u()\), ¢n(A) > 0 uma funcdo p mensuravel (8.9)

O que nos permite definir uma nova correspondéncia isométrica U : Zn@Lz(R, fhn) —
SELAR, 1): fr = fa/Bn = Yn. Us, contudo, ndo é sobrejetivo, mapeia > “L*(R, u,)
no subespaco ZH@LQ(An,,u), onde A, C R é tal que ¢,(\) > 0. Assim sendo, a corres-

pondeéncia:

SR, ) = Y LA (A ) (8.10)

n
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¢ unitéria.

Seja N(A) o nimero de conjuntos A, tal que A € A,. Os valores de N(\) s@o
0,1,2,---00. Sejam ni(A) < ma(A) < -+ < nyn(N) os valores de n tal que A € A,.
Escolha para cada A um espago de Hilbert H(\) N()A)-dimensional, e escolha em H(\)
uma base ortonormal ej (), ea(A), - - - en(A). Defina entao, para cada A, a correspondéncia:
(D1 (N), D2 (N), -+ ) = Ypyner(N) + Ynyne2(A) + -+ + ppen(A). Acabamos de definir o
espaco de Hilbert:

o= [ HOd), (8.11)

cujos vetores se escrevem
- /® TOu(Y), T € K (8.12)

e cujo produto interno é:
(@.9) = [ @), W), du(), (5.13)

U(N), ®(N) € H(N) e (x,%), o produto interno de H()). A transformacio Y., “L?(A,, u) —
[®H(N)du(\) é unitaria pela o-aditividade da integral de Lebesgue:

3 / (V) Py = / S [0 (V)P (8.14)

Compondo as transformacoes:
@0 o ¢
H= Y LPRow) = ), LA ) = [ H)du(Y), (8.15)
definimos também uma transformacio unitéria Up : H — [ H(N)du()), tal que:
® ®
Up AU / B dp(N) = / AT du(N) (8.16)
O dominio do operador A passa a ser o o conjunto dos V¥ tais que:

/ ARIT O] Pdu()) < oo (8.17)

8.4.1.1 A decomposicao integral direta da representacao de uma algebra no espaco de

Hilbert

Dado um conjunto de operadores autoadjuntos C7, Cs, - - - com um dominio invariante

comum D C H (essencialmente autoadjunto) em que os mesmos comutam, decorre que as



Segdo 8.4. Uma prescricdo alternativa para a fisica quantica nao relativistica e/ou no espago nao comutativo: a prescri¢do

A 203

projecoes espectrais E;(\;) comutam e podemos repetir o mesmo raciocinio acima E], que

nos leva a um resultado analogo: Existe uma transformacao unitéria
e
Up :H—>h:/ H(A1, Agy - )dp( A, Az, - -0 ), (8.18)
tal que
o o
UDAZUgl/ \IJ(/\l,/\Q,'")d/i(/\l,/\g,"') = / )\Z‘\I/(/\h/\Q,"')du(/\17/\27"') (819)
O subespaco D ¢ definido pelo requerimento:
o
| NP sy P -+ < (8.20)

Suponha que em cada espago de Hilbert H(\) esteja definido um operador X (A) num

subespago D(\) € H(A), podemos definir um novo operador X em h da forma:
®
X0 = / XN dp(N) (8.21)

definido no dominio D = {¥U(\) € D(A); [ du(A) (X(A\)T(N), X (A)P(N)), < oco}. Sendo
X (\) autoadjunto no dominio D(\), X é autoadjunto em D e podemos definir qualquer

fun¢ao de X (num dominio adequado):
®
FO0W = [ FX) PO (8.22)
o que pode ser justificado observando-se que
®
B0 = [ Ex(0du) (8.23)

fornece uma decomposigao espectral do operador X (Teorema [l)) quando E\(t) é uma

decomposicao espectral do operador X(A) em H(A). Basta observar que a projegao

P(la,b)) = [ XandE(t) satisfaz:
aP([a,0))V < XP([a,b))¥ < bP([a,b))V, (8.24)

essa desigualdade é interpretada segundo a propriedade 1| do referido teorema. Além disso,

essa desigualdade é essencialmente a propriedade que permite escrever o operador A como

4 Comegando por expressoes do tipo [ f(A1, A2, )dE(A)E(X2) -+ para definir a primeira trans-

formacao unitaria
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a integral 5.4, Mas, ainda segundo o teorema, sé existe uma decomposigao espectral, de
modo que precisa ser esta.

Suponha entdao uma representacao m de uma C*-algebra ou x-algebra A no espaco
de Hilbert H que tem como conjunto de operadores de Casimir autoadjuntos C;, ¢ =
1,2,---. Podemos obter uma representacao em h unitariamente equivalente a w fazendo
™ — UDWUBI . Ocorre que em cada um dos espagos de Hilbert H(A1, A, - - - ) os operadores
de Casimir sdo multiplos da identidade, decorre entao do Lema de Shur (Lema [l|) que em
cada um dos H (A1, Ag, - - - ) atua uma representacao irredutivel de A. Na verdade, atua uma
representacao irredutivel de A se nao houver nenhum outro operador A autoadjunto de
dominio invariante comum que ainda comute com a representacao, ainda que nao pertenca
a ela. Por exemplo, suponha 7 : A" — B(H) uma representagdo da C*-algebra A’ com
um Casimir C’. Outra representacao é ' = 7w @ 7, nao existe nenhum outro elemento na
imagem de 7’ (i.e. da representacao) que comute com 7'(.A"), a ndo ser 7'(C"). Mas C" =
(aC")® (bC"), a,b € R, a # b, comuta. A conclusao correta é, por tanto, que H (A1, Ag, - - )
se decompoe em v(Aq, Ag, - - - ) (finito ou infinito) cépias da mesma representagao irredutivel
associada ao mesmo conjunto de autovalores de Casimir. Temos entdo uma prescricao para
decompor uma representacao qualquer de uma dlgebra em representacoes irredutiveis.

Pelo argumentado, dada uma decomposicao integral direta da representagao m de pur

(com respeito a totalidade dos operadores de Casimir), w(.X;) se escreve como:

@ &)
7)) = [ m (BN, (8.25)

em que 7, € uma representacao irredutivel. Segundo [8.22] esta induz uma representacao

do grupo Py que realiza a mesma algebra de geradores pu:

& e
e~ X / T(N)dp(\) = / e~ MDY () dp(N), (8.26)
que se escreve:
e
U= / UMY dp(N) (8.27)
8.4.2 A nao existéncia de um grupo de Lie que realiza a inflagao nao comutativa

Vamos provar um importante resultado original desta tese: Nao existe
grupo de Lie que realize a inflacao nao comutativa e a para qualquer esco-

lha inflaciondria de Py, a representacgao nao realiza a mesma dlgebra
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py. Ou seja, se a mesma faz parte da formulacao da fisica, nao existe uma
noc¢ao unica de relacao de dispersao na teoria, particulas podem ser flagra-
das obedecendo toda uma variedade inequivalente de relagcoes entre energia e
momento.

Para tanto, fagamos referéncia a uma condi¢ao que emergiu da anélise da subsecao [8.2]
mas precisamente do Teorema [ que associa a limitagdo de momento dos f6tons a condigao
de niimero minimo de e-foldings que precisa ser satisfeita pela inflagao.

Considere as restrigoes sobre o conjunto V. v (definido na propriedade (7| que foi refe-
renciada na sec¢ao que emergem de assumir que a representacao C(E, P) = A\p € Mp,,
descreve a radia¢ao. Suponha que C,, contenha o ponto (E, P) = (0,0) e, para qualquer
outro A € Vj , Cy contenha o ponto (E,P) = (E,0). Uma vez que Cy é rotacional-
mente invariante por hipdtese, podemos considerar apenas o grafico ||P|| = Py(E). Ocorre
que P\(E) > 0 e nao existe F tal que Py, (F) = P\, (F) para Ay # Xg. Decorre que
P\(E)) < Py.(E)), o que implica que P\(F) < P,,.(F) para todo E, pois se existisse F
tal que P\(F) > Py, (F), da continuidade de Py(FE) que segue da analiticidade do Casimir
C(FE, P), precisaria existir E tal que Py(E) = P,,.(E), mas tal ponto ndo pode existir.
Decorre que se toda particula tiver um estado de momento zero, uma limitagao do mo-
mento para a representagao dos fétons implica numa limitacao do momento de todas as
representacoes irredutiveis.

Vamos determinar agora o espectro do operador P* da representacao de ppr:

h= /@H(/\, o)du(A, o), (8.28)

onde A é o autovalor do Casimir da relacao de dispersao e o representa todos os demais.
A medida p pode ser escrita como o produto das medidas em A, denotada v;, e em o,
denotada v, (Os conjuntos mensuréveis sao os produtos cartesianos A X B em que A é um
conjunto mensuravel de A e B um conjunto mensuravel de o e a medida se escreve como
o produto das medidas v1(A)ve(B)).

Podemos escrever P* como operador multiplicativo se aplicarmos uma transformacao
unitaria em h que expressa cada H (A, o) como o espago de Hilbert das fungoes definidas

no local dos pontos (E, P) € R* que satisfazem C(E, P) = X, Cy, ¢ com uma medida .
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Combinado as medidas em Cy e em \, definimos uma medida z' em R? e escrevemos:

(&)
/ H(p, o)y (" )dua(0) (8.29)

o suporte da medida 1y (a unido de todos os conjuntos de medida nao nula) é o conjunto
dos C, tal que X\ pertence a decomposicao.

Agora, suponha que na decomposicao aparecam representacoes Llf” com autovalores
Xo ¢ Mp,,, para algum conjunto B dos A de medida ndo nula. Suponha uma fungao
mensurdvel f(A) tal que [ du(N)|f(N)]* < co. Se B tiver medida finita, entao esta fungao
pode ser escolhida a funcao caracteristica de B, yg. Podemos entao escolher um vetor
normalizado 1, de energia negativa E) em cada H(\) com A € B e o vetor nulo nos
demais valores de A. O estado [ P du(N) f(\)by pertence ao espaco de Hilbert b e tem
energia negativa. Decorre que em toda decomposicao integral direta de energia positivo-
definida de pyr, quando colocada na representacao de momento, [8.29] para todo A, p* é
um operador multiplicativo e pertence ao conjunto V7.

Suponha o operador P* definido em b pelo operador Py em cada H(\), tal que, para
todo A, P{'|W,) = p" |¥,),p* € VT C R?, entdo, para todo |¥) normalizado, (¥| P* |¥) €
V+., o fechamento linear convexo, conjunto de todos pontos da forma apt + (1 — a)ph,
ac[0,1] ept,ph € V. V*F. € obtido unindo a V* todo segmento de reta que liga dois

pontos quaisquer de V. De fato, podemos particionar o conjunto V' em retangulos

Rijr = [p?,pgﬂ) X [p;;p}ﬂ) X [Piapiﬂ) X [P?7P?+1)a (8.30)

obtidos de partigoes p’, i =1,2,--- N, p = 0,1,2,3, tais que J, R, D V. (¥| P*|¥) =
[ dpp* ]| (N)]]? que implica na desigualdade:

S int ) [ IOV < (¥ PH19) < 3 sp () [ )P (831)

RNV

mas [|¢(N)]|* é positivo definido e [ du||¢)(N)|[* = 1, de modo que tanto o lado esquerdo
como o direito da desigualdade se escrevem como: Y > phe,, > ¢, = 1l e pt € V.
Podemos reescrever essa soma como:

Zpgcn = hm Z" Op" " = lim Zp“d(m Zd%m) =1 (8.32)

podemos escrever:

1
> phdl) = anph + (1 — a1)ph, (8.33)
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onde oy = dﬁ”;
3
Zp’,id,(f) = Bi(eap) + (1 — an)py) + (1 — Br)(aph + (1 — az)ph), (8.34)
n=0
a® FOMC) ) ,
onde a; = m e b = d§3)+dé3)+d§3)+dff); Podemos repetir o mesmo procedimento para

277 _1 . . ~ . A~
Yo pgd%m), definido m combinacoes lineares convexas. Fazer o tamanho dos retangulos
tender a zero conclui a demonstragao.

Assim sendo, se para todo p* € V1 |[pl] < pmax, decorre que em toda representagao de

py com energia positiva definida o momento é limitado:
(U] P?|¥) < Prna. (8.35)

Mas os geradores associados a representagao [7.71] sao da forma:

o0

Xp=) ®XQ®I--@I+I®X@ @I+ +I01 - ®X)y (8.36)
N=1

Em particular, a energia € positiva definida e o momento € ilimitado (pode ser qualquer
multiplo inteiro de energia de uma representagdao irredutivel). Logo, os geradores de m
nao realizam py e, além disso, nenhuma realizagao de Py da forma realiza Py.
Como toda realizagao de um grupo de Lie realiza a mesma dlgebra de Lie e € uma

representacao do grupo Py, nenhum grupo de Lie pode realizar a inflacdo nao comutativa.

8.4.3 A prescri¢ao w4

O argumento da subsecdo anterior sugere que a representacdo [7.71], que
leva as equacoes da inflacao nao comutativa, leva a problemas conceituais.
Propomos entao uma nova prescri¢cao para formular a fisica nao relativistica
que evita esse problema. Vamos também generalizar o alcance da prescri¢cao
para toda a teoria de campos relativistica, nao apenas para a teoria livre.
Utilizaremos a mesma andlise jd feita em[7.4.2, mas tomaremos um caminho
diferente para definir a representacao de Py que descreve a fisica. Este é o
principal resultado desta tese.

A primeira questao é descobrir qual representacao do grupo de Poincaré descreve a

matéria numa teoria quantica relativistica. Esta é justamente a representacao que aparece
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em , quando esta esta definida num espaco de Hilbert de métrica positiva definida E[
A qual pode ser obtida pelo teorema de reconstru¢cao de Wightman. O teorema de
reconstrucao de Wightman é na verdade uma aplicacao da construcao GNS ja discutida na
subsecao a ideia béasica é obter uma representacao para os campos quanticos a partir
do valor esperado no vacuo do produto de N campos, (0| ¢(z1) - - - ¢(xn) |0), que é o objeto
que se calcula (perturbativamente) na pratica (ou outra classe de fungdes similar, pois
existem muitas hierarquias de fungoes desse tipo, como o produto ordenado no tempo e a
continuagao analitica para o tempo imaginario dessas funcoes, conhecidas como fungoes de
Green Euclidianas). Como argumentado muitas vezes, ¢(x) nao é um operador no sentido
convencional (veja o comentério no footnote 24]do capitulo . Entao o que se realiza pela
construgao GN S sao expressoes do tipo [ d*x¢(z)f(z), onde f(x) é uma funcao teste de
valor complexo. Mas isso é uma correspondéncia entre fungoes teste f(z) e operadores.
Podemos entao pensar que as fungoes teste f(x) sao os préprios operadores e construir uma

algebra para elas. Podemos associar sequéncias finitas de fungoes teste em N variaveis.

f = (fo, fi(zr), fa1, 22), f3(w1, T, 23), - -+ fu(@1, 2, T3, -+ - @0), ) (8.37)

a expressoes do tipo

P(o.f) = fo+ / 0 f(a2)b(er) + / / drdbeg(m) o) f(era2) +-- (8.38)

definimos a involucao em f pela conjugacao complexa dos termos, combinacoes lineares a
coeficientes complexos sao definidas por aquelas termo a termo. Definimos o produto das

sequeéncias [8.37] segundo o produto [8.38}

fxg = (fog0, fog1(w1)+g0f1(1), foga(z1, T2)+f1(21)91(w2)+g1 (1) fr(22)+ f2 (21, ¥2) G0, - - +)
(8.39)

Para realizar essa x-dlgebra via GNS, necessitamos apenas de um funcional linear po-
sitivo definido, i.e. w(f x f*) > 0. Mas esses funncionais sao dados pelos funcionais de

Wightman:

w(f) = (0[0) fo+/d4l’ <0’¢($1)|0>f(1’1)+/d4$1d4$2 (O] p(z1)p(x2) |0) f(21, 22) + - -
(8.40)

> Nem todos os campos podem satisfazer a covariancia relativistica num espaco de Hilbert de métrica
positiva definida, isto é, (¥, ¥) > 0 para todo ¥. Dependendo da representacao V;j; de SL(2,C), essa

possibilidade ¢ excluida por um argumento similar ao que se utilizou para demonstrar
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Observamos que (0| ¢(z1) -+ - ¢(xn)|0) sado distribuigoes. A representagdo do grupo de

Poincaré associada é dada por;
U(A, a)lf] = [(fo, fi(Azy + a), fa(Azy + a, Azy +a), - -+ )], (8.41)

em que [f] é a classe de equivaléncia de f, os vetores da constru¢ao GNS.

E quando o campo relativisticamente covariante nao puder ser definido num espaco de
Hilbert de métrica positiva definida? Esse caso é o mais importante, visto que é o caso do
campo eletromagnético descrito pelo potencial vetor A*, campo este que se supoe dirigir a
inflacao nao comutativa. Nesse caso, ainda temos uma transformacao isométrica definida
por [8.41] mas esse transformacao deixa invariante o subespaco de métrica positiva definida
(Os vetores |¥) nao nulos tais que (V|¥) > 0). A restricao de a este subespaco € a
transformacao unitaria que procuramos.

Decompomos entao esta representacao na forma integral direta:

&) &
Uf =y @ / dp(\) Y v\ o U, (8.42)

g
que atua no espago de Hilbert:

@
H=(c¥g) @ /69 du(X) Z v(X, o) MY, (8.43)

o

onde Llfﬂ define uma representacao irredutivel do grupo de Poincaré rotulado pelo au-
tovalor A = m? do Casimir P? e o indice discreto o (spin ou helicidade) associado ao
autovalor discreto dos demais operadores de Casimir (essas representagoes foram discu-
tidas no capitulo . Uy ¢ a representacao trivial do vacuo, que ocorre por postulado
sobre a existéncia de um estado invariante pela acao do grupo de Poincaré, o vacuo Wy,
v(o,\) é a degenerescéncia da representacdo (i.e. o nimero de vezes em que a mesma
representagao aparece na decomposi¢ao) que pode ser finita ou infinita. ¢¥, representa o
subespago unidimensional gerado pelo vécuo (as demais representagoes nao triviais atuam
no complemento ortogonal deste subespago).

Postulamos entao a alternativa a[7.71} Na decomposicao integral direta de

a sequinte substituicao define a deformacgao nao relativistica da teoria::

UL, = Uy, (8.44)
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onde UYP é a representacio do grupo Py associado & representacao irredutivel da Hopf
algebra py (segundo discussao em . A questao deixada em aberto na ocasiao é qual
o critério utilizado para escolher a representacao de Hopf algebra que substitui cada repre-
sentacao irredutivel de Poincaré. O critério que postulamos é que cada UZ\TG recupere, no
limite de baixa energia e momento, a correspondente representacao de Poincaré. Sejamos

mais precisos: a correspondéncia X' (), o) é tal que, dada a representacao Uf: no espaco

m2,o
de Hilbert H > »), representacao esta escolhida tal que P* é diagonal, [7.24] existe uma
transformacao unitaria 7 : Hn2 ) — Hy , onde Hy € o espaco de Hilbert onde se realiza

U, tal que dado ¥ da forma [7.26]:
(W(\Ilk,cr)»u)/\\/fpw(@/\,a)) — (\I[)\707u)7\j,a(1))\,0) quaﬂdo Ema:capznaz — 0. (845)

Implicito na definicao é que existe uma regra que faz corresponder cada transformacao
unitéria de UYP em cada representacio unitdria Z/{Zja. E entdo possivel provar, pelo te-
orema da convergéncia dominada de Lebesgueﬁ, que a representacao associada
de py nado introduz infinitos adicionais na teoria (evitando por construgdo problemas
com renormaliza¢ao) e converge no sentido fraco (i.e., no sentido de elementos de ma-
triz: (7(V),UNPr(®@)) — (U,UP®)) para a correspondente representacio de Poincaré se
todos os estados da decomposicao integral direta, escritos da forma [7.26] convergem na
forma requerida, o que se traduz como o limite de baixa energia e momento dos estados
da representacao total.

Vamos sumarizar a prescricao exposta:

Prescrigao 2 (m4). Seja ppy uma Hopf dlgebra com geradores X; e Py o grupo gerado
pelos subgrupos de um pardametro da forma e~ % t € R. Seja my : par — O(D) (em que
O(D) sao os operadores essencialmente autoadjuntos no dominio invariante D) a repre-
sentagao irredutivel de ppr associada com conjunto de autovaleres de Casimir N = (Ao, A;).

(Xi)t

Seja UTN a representacdo de Py gerada por elementos da forma e "™ A repre-

6 O teorema de Lebesgue diz que, se gny(z) — g(z) para todo z e |gn(x)| < f(z) para alguma
funcao integravel f(z), entao g(x) é Lebesgue integravel e [gn(z) — [g(xz). Uma vez que sabemos
que para a teoria de campos original existem vetores ¥, y em cada Hj , tais que a integral do produto
(7 (r) WY 27 (@20))| < 0ol ll@rsll <

[[ @)%+ [|¥r0l]? que é uma fungdo mensuravel com integral finita, temos o cumprimento das condigdes

interno converge, e a transformacgao unitaria satisfaz

do teorema de Lebesgue.
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sentacdo de Py que deforma a teoria fisica descrita pelo conjunto de fungoes de N-pontos
(0] i(x1) - - - pr(xn) |0) (calculada perturbativamente ou exatamente) € obtida da trans-
formagao unitdria associada reconstrugao de Wightman [8.41], restrita ao subespaco fisico,

posta na forma integral direta

P 52
Uf =y @ / dp(N)Y v\ o U, (8.46)

g
pela a substituicao:

Uy — UL, (8.47)

para conjunto N satisfazendo a condigio[8.44)

8.5 A existéncia da estrutura algébrica admissivel

Vamos encerrar esta tese mostrando que existe py (nao unico) satisfa-
zendo todas as restricoes consideradas na seg¢ao (ndo consideramos pro-
priedades coalgébricas aqui, como o coproduto), para qualquer relacao de
dispersdo da forma C(E,p) = f*(E)p* — E?, empregada na inflagcdo ndo comu-
tativa. Outro resultado orginal desta tese.

De fato, considere X; os geradores infinitesimais do grupo de Lorentz homogéneo em

R* de coordenadas p*. Estes podem ser obtidos pelo procedimento

.0

—1

aQif(A“,,(O, e 0,0+, 0)pY) o Xif(p), (8.48)

no subespaco das funcoes diferencidveis do espaco de Hilbert H das funcoes de R* com
produto interno (f,g) = [ d*pf*g. Eles sdo campos vetoriais contravariantes, ou, equiva-

lentemente, operadores diferenciais de primeira ordem:
X; = X0, (8.49)

Estes satisfazem a dlgebra de Lie de Lorentz no subespago (essencialmente autoadjunto)

das funcgoes infinitamente diferenciaveis de H:
[X;, X;] = CE Xy (8.50)

Considere o difeomorfismo ® : p* — p# dado por p0 = p% pi = p//f(E). Defina agora

uma nova algebra de operadores em H, os operadores multiplicativos £, P (Ey(p*) =
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PPY(pH) e Piap(p*) = pPi(p*)) e os operadores diferenciais X; = ®,X;, sendo ®, o operador
pushfoward ®,X;> f = X;> fo®, definido em [2.33] Esta nova dlgebra satisfaz [E, P] = 0,
a existéncia de uma dlgebra comutativa associada a energia e momento; [Xj, Yj] = C’sz,
em que ij sao as mesmas constantes de estrutura da algebra de Lie do grupo de Lorentz
8.50, em particular preserva a édlgebra de Lie de SO(3), [M;, M;| = ie;ju My e [H, M;] =
0; [Xi, E] = (Xi> E) = F(E,P) e [X;,p] = (X;>p) = G(E,P), isto é, a dlgebra
gerada por energia e momento ¢ um ideal; Como requerido, [C(FE, P), E] = [C(F, P), P] =
[C(E,P),X;] =0, onde C(E,p) = f*(E)p* — E?, isto é, C(E, P) é um Casimir; Além

disso, X; é autoadjunto no espaco de Hilbert H' das funcdes de R* com produto interno:

)= [duf'g. [duf= [d'proa (8.51)

Poderfamos ter repetido o mesmo procedimento com ® = ® o R, onde R(p®,p’) =
(%, R(f(p®),n(p"))p?), em que R(01,n) € SO(3) é uma rotagao de um angulo # em torno
da diregao n e f(p°) e n(p°) sdo um angulo e uma diregao como fungoes diferencidveis de

p°, mostrando que par é ndo 1nico.
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Conclusoes

A questao fundamental abordada nesta tese é como o mecanismo de inflacdo pode
ser modificado ao relaxarmos a hipdtese relativistica, isto é, de que a fisica é localmente
invariante pela acao do grupo de Poincaré. Nao abordamos essa questao na sua generali-
dade. m particular, existem linhas de pesquisa alternativas como Martin e Brandenberger
(2001)),Brandenberger| (2003)) e [Martin e Brandenberger (2003), em que, na abordagem la-
grangiana, a agao do campo escalar que dirige a inflacao é modificada para levar em conta
termos nao relativisticos. Escolhemos como paradigma um mecanismo simples, porém ino-
vador, de um modelo fenomenoldgico chamado de inflacao nao comutativa |Alexander et al.
(2003)). Escolhemos esse modelo por quebrar o paradigma dominante na cosmologia, de que
a inflagao ocorre por for¢ca de uma fase dominada por campos escalares no universo primor-
dial. Neste modelo, a componente dominante do universo primordial (segundo o modelo
de concordancia césmica), a radiagao, pode ela prépria assumir um comportamento infla-
cionario se assumirmos que a relatividade especial deixa de ser valida em altas energias.
Este modelo trazia consigo algo a mais, uma conjectura relacionada a outra ideia popular
em desenvolvimentos da fisica de altas energias na ultima década: a ideia de espaco nao
comutativo. Conceito que, acredita-se, pode ser presente na fisica além do modelo padrao
(Doplicher et al.| (1995) e (Connes et al. (1998))) e que foi relacionado a outros problemas
em cosmologia, como a origem dos campos magnéticos de larga escala|Bamba e Yokoyama
(2004) e o problema da constante cosmoldgica |Garattini e Nicolini| (2011]). A conjectura é
que a natureza nao comutativa do espaco, possivelmente comum a muitos modelos de fisica
de altas energias, poderia ter como consequéncia indireta a inflagao, segundo o mecanismo

proposto, se a nao comutatividade fosse modelada efetivamente numa mudanca da relagao
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entre energia e momento dos fotons. Se tal expectativa se confirmaria e de maneira tal que
confirmasse as equagoes do modelo, era um problema nao trivial.

Esta conjectura nos levou a contemplar a maneira usual como a fisica procura codificar
suas hipdteses, tal como a ideia de espago-tempo nao comutativo, em lagragianas cada vez
mais gerais. Como discutimos, a prescrigao para tal modificagdo, no tocante a ideia de
espaco nao comutativo, é um ponto controverso na literatura. A prescricao usual, Douglas
e Nekrasov| (2001)), também discutida nesta tese, é demonstrada, na cosmologia, ao menos
no caso canodnico, o mais estudado, arruinar o mecanismo padrao de inflagao [Palma e Patil
(2009). Mas, como também discutido nesta tese, existem alternativas. Como saber qual
a maneira correta de implementar o principio? Em ultima andlise, uma teoria fisica é
melhor quando em melhor acordo com o experimento, nao importando de que maneira
escolhemos codificar hipoteses, mas sim as previsoes finais. Na auséncia de experimentos
discriminantes, ¢ um problema bem definido determinar se as prescricoes disponiveis na
literatura, ou novas propostas, para formular ou modificar a fisica estabelecida em funcao
da informacao que define o espaco nao comutativo, predizem um tensor energia-momento
efetivo compativel com o que postulam os autores da inflagdo nao comutativa. Como
modelo fenomenoldgico, a inflagao nao comutativa é uma modificagao pontual na fisica. Por
pontual, queremos dizer que afeta apenas a funcao de particao da radiacao na descricao de
teoria livre, nao sendo uma regra geral para modificar a formulagao da fisica como um todo,
de acordo com suas premissas alternativas, e que tenha como consequéncia uma particular
dinamica para a radiacdo no universo primordial. Além disso, é uma modificacdo que
nao se da em funcao da informacao que define o espaco nao comutativo, como desejavam
os autores originais. Isso nos leva a uma restricao adicional do problema: FEziste uma
prescri¢ao para modificar a fisica quantica local e relativistica em func¢ao da informacao que
define o espaco nao comutativo e que prediga o comportamento inflaciondrio da radiagao
sequndo o mecanismo da inflacdo nao comutativa, recuperando ainda a fisica usual em
algum limite (baizas energias)? Este passou a ser o problema desta tese.

Analisar a ideia de espaco nao comutativo, segundo originalmente concebida ja nos tra-
balhos de Von Neumann |Von Neumann! (1996), em busca de uma solugao para problema
posto, levou esta tese por um interlidio através da dlgebra. Este interlidio naturalmente

levou a uma mudanca de paradigma. Ao invés de operar com os métodos usuais da fisica,
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nomeadamente a técnica lagrangiana, operamos com os métodos da matematica pura. Ao
invés de buscar uma nova regra para modificar lagrangianas para posterior quantizacao
por métodos usuais, partimos de uma abordagem para a fisica quantica melhor adaptavel
a aplicacao dos métodos da dlgebra, a prescricao de Wigner, de que a fisica quantica re-
lativistica é definida nao pela quantizacao de uma acao, mas pela identificacao de uma
particular representacao do grupo de Poincaré. Sendo o grupo de Poincaré uma estrutura
algébrica e o paradigma fundamental da inflacao nao comutativa que o cardter nao rela-
tivistico dirige a inflacao, o problema desta tese se reformula adicionalmente: FEzxiste uma
regra para definir uma deformacdao da estrutura algébrica do grupo de Poincaré em fung¢ao
da informagao que define o espago nao comutativo sequida de uma prescri¢ao para defor-
mar teorias quanticas relativisticas locais sequndo representacdes dessa estrutura algébrica
e que levem as equagoes da inflagao nao comutativa?

Nesse momento, ao nos referirmos a espagos nao comutativos, pode-se imaginar que
estamos excluindo toda uma variedade de modificagoes nao relativisticas da fisica que
nao se dao em funcao desta informacao, mas que poderiam servir ao mesmo propdsito
de realizar a inflacao segundo o mecanismo mencionado. Argumentamos, contudo, que a
ideia de espago nao comutativo se apresenta na forma de uma linguagem algébrica que
contém como caso particular a nocao usual de espaco topoldgico empregada em fisica,
sendo uma maneira diferente de codificar a informagcao deste. Por tanto, determinar a fisica
como funcao de um grupo que atue como transformacoes num espacgo possivelmente nao
comutativo é mais geral do que determinar a fisica como fun¢ao de um grupo que atue como
transformacoes no espago topoldgico usual da fisica. Além disso, o estudo da estrutura
matematica que define o espaco nao comutativo, a C*-algebra, demonstra que ha muito
em comum entre as estruturas da algebra, de modo que os mesmos métodos matematicos
aplicados nas C*-algebras sao 1teis nos grupos, algebras de Lie e além, estabelecendo uma
conexao a priori entre deformagoes da simetria relativistica e espacos nao comutativos.

Especificar a informacao que define a C*-dlgebra nao implica a existéncia de um grupo
Unico que nele pode atuar. O que podemos fazer é nos perguntar como um grupo que atue
num espaco nao comutativo pode “parecer”o grupo de Poincaré quando nao pudéssemos
perceber a natureza nao comutativa do espaco. Isso nos poe um problema semelhante

aquele de quantizar uma teoria classica, em que uma teoria quantica é requerida recupe-
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rar o comportamento classico em algum limite, De certo modo, quantizar um grupo. Do
mesmo modo como ”quantizar” pode ser definido como mapear uma estrutura algébrica
de observaveis em outra, mais geral, como discutido nesta tese, quantizar um grupo seria
modificar sua estrutura algébrica. A prescricao genérica para tal ndo é ainda totalmente
formulada. Argumentamos, contudo, que existem sugestoes na literatura de que uma estru-
tura algébrica suficientemente geral para codificar numa tinica construcao varios conceitos
ligados a grupos, tais como a algebra de Lie, o proprio grupo e ainda transformacoes nao
inversiveis em geral, poderia ser a outra estrutura algébrica mais geral. Esta é a cha-
mada Hopf algebra. Descrevemos um procedimento proposto na literatura para fazer essa
passagem num caso particular.

Diante da falta de um regra geral Qg para levar a informacao que define o grupo de
Poincaré, P, e a informagao que define o espago nao comutativo, A, numa Hopf dlgebra H,
Q, : (P, A) — H, de modo a assegurar um limite que poderia ser chamado “semiclassico”,
apenas postulamos que esta regra existe, ou melhor, postulamos que a fisica é invariante
pela acao de uma Hopf algebra. Ou melhor, invariante pela acao um grupo Py construido
a partir de uma Hopf dlgebra pas que substitui a dlgebra de Lie de Poincaré. Uma hipdtese
que se demonstra de grande generalidade, visto que as Hopf dlgebras contém as Lie algebras,
como as do grupo de Poincaré, como casos particulares. Isso assegura uma estrutura ao
grupo ja compativel com o conceito de simetria quantica e permite definir as observaveis
da teoria em funcgao do grupo, isto se certas restricoes a estrutura algébrica de p,r forem
observadas. Discutimos também todo um conjunto de requerimentos sobre tal estrutura
algébrica que permitem nao apenas que as representagoes de Py repliquem as equacoes da
inflacao nao comutativa, mas também levem a uma “fisica bem definida”. Os autores que
determinaram a Hopf dlgebra associada ao particular exemplo de espaco nao comutativo
propuseram ainda outra maneira de modificar a acao dos campos, apenas no caso do campo
escalar, de modo a definir a fisica, sem contudo se preocupar com o problema de quantizar
essa acao. E sabido, contudo, que nem toda acao pode ser quantizada levando a uma
teoria quantica bem definida no espaco de Hilbert. Em particular, a prescricao usual para
modificacao da acao de campos e definir as teorias nao comutativas pode levar a problemas
na renormalizagao Gurau et al.| (2006) e unitariedade Rim e Yee, (2003).

Seguimos um caminho alternativo: decidimos definir a teoria quantica construindo re-
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presentacoes da Hopf algebra segundo a prescricao de Wigner para simetrias quanticas.
Buscamos uma técnica que é originaria da matematica das C*-algebras, mas que é de fun-
damental importancia tanto na fisica quanto na matemaética, chamada construcao GNS.
Essa técnica esta envolvida na demonstracao do teorema de Von Neumann, que diz que to-
das as representagoes irredutiveis da algebra de Heisenberg sao unitariamente equivalentes,
por exemplo. Propusemos uma primeira versao da regra para definir a teoria fisica a partir
da construgao GNS aplicada a pyr, regra aplicavel apenas a teorias livres, mas que replicava
as equacoes da inflacdo nao comutativa. Além do problema de como replicar a construcao
GNS para as Hopf dlgebras, restava ainda a dificuldade de definir a representagao de Pys
que descreveria a fisica associada a radiacao e a todos os demais campos relativisticos,
um problema altamente nao trivial, visto que existe uma infinidade nao enumeravel de
representacoes inequivalentes. Propostas para tal sao os principais resultados desta tese.

Percebemos, contudo, e este é um resultado original desta tese, que precisavamos con-
siderar dois tipos distintos de representacoes do grupo Py, que resultavam serem iguais
no caso de um grupo de Lie, mas que poderiam ser diferentes no caso geral: as que cha-
mamos de representacoes my, que nao realizam a mesma algebra de geradores py-, € as
representacoes T4, que nao apenas sao representacoes do grupo Py, mas que realizam a
mesma algebra pyr. A formulacao da fisica envolvendo representacoes 7y é potencialmente
probleméatica. Pode implicar que a nocao de estado estavel, que previne que estruturas
como as atomos colapsem, nao seria um conceito independente de referencial, ou que uma
matriz de espalhamento conectando estados de uma particula com estados de duas ou mais
nao seria compativel com conservacao da energia em todos os referenciais. Em particular,
uma fisica que postula que os geradores de simetrias satisfazem a dlgebra p, como a
citada regra para mapear espagos nao comutativos em Hopf dlgebras, s6 pode ser definida
por representagoes 4.

Encontramos que, sob requerimentos minimos, nao existe grupo Py cuja representacao
replique as equacoes da inflagao nao comutativa e que nao seja uma representacao do tipo
mg. Em particular, nao existe grupo de Lie que realize a inflagao nao comutativa.

Para evitar problemas envolvendo a representacao my, podemos mudar a regra que rea-
liza a fisica a partir de representagoes de Py postulando que apenas representagoes do tipo

T4 ocorrem na natureza. Postulados restringido a ocorréncia de representagoes do grupo
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de Poincaré em favor de uma energia positiva definida fazem parte do modelo padrao.
Propusemos uma prescri¢ao alternativa baseado apenas em representacoes do tipo 74, que
levam a uma noc¢ao tnica de relagao de dispersao no universo, e que dessa vez era aplicavel
nao apenas a teorias livres, mas a todo o universo de teorias de campo relativisticas. Mos-
tramos que a referida prescri¢ao nao introduz infinitos adicionais na teoria, evitando por
construcao problemas com renormalizacao e unitariedade, que atormentam a quantizacao
de lagrangianas genéricas. Chamamos esta prescricao de Prescri¢cao 4.

A Prescricao m4 sugere que devemos modificar as equacoes da inflagao nao comuta-
tiva, e por consequeéencia reabrir a questao da existéncia de classes de relagoes de dispersao
inflacionarias, isto é, a existéncia de relacoes de dispersao e estados de equilibrio termo-
dinamico que levariam a inflacdo. Do contrario, teriamos um problema de ajuste fino de
condicoes iniciais para produzir inflacao. Isso porque, apesar de que o mesmo principio que
leva a pressao negativa nas equagoes originais poder funcionar nas novas equagoes, existe
a questao da duracao da inflacao e da saida graciosa, discutida em nosso trabalho para as
equacoes originais. As equacoes da versao w4 da inflacao ainda precisam ser obtidas, mas
sao analiticamente tratéaveis e estamos trabalhando nisso.

Toda essa discussao seria invalida, se demonstrassemos que nao existe estrutura algébrica
como Py que permita tal realizagao. Demonstramos, contudo, que existe e nao é tnica
uma algebra pp que permita este processo de construcao da fisica. Nao demonstramos
contudo, que este pode estar relacionado a algum espago nao comutativo.

Esta tese é baseada no nosso trabalho publicado Machado e Opher| (2012]), mas possui
muitos refinamentos e conclusoes adicionais que modificaram a estrutura dos resultados em
relacao ao que publicamos. Originalmente a prescrigao w4 foi proposta em nosso trabalho
como um complemento aplicavel a classe de teorias interagentes, isto é, um complemento
da representacao que descreve a teoria livre e leva a equagao de estado da inflagao nao
comutativa. Descobrimos depois que sao prescri¢oes necessariamente inequivalentes e que
existe um problema conceitual na representacao que leva a referida equagao de estado.
Nossos novos desenvolvimentos estao sendo transcritos e serao submetidos em breve, mas
ja estao nesta tese.

Observe que nao abordamos a questao da geragao de perturbagoes no modelo, e nao

existe mecanismo de inflacao bem sucedido sem um mecanismo para gerar perturbagcoes
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de densidade primordiais. Este mecanismo foi posteriormente desenvolvido pelos proprios
autores do modelo em [Koh e Brandenberger| (2007)). Uma ideia aplicavel a qualquer fluido
perfeito em equilibrio termodinamico local com equacao de estado inflacionaria. A ideia é
que flutuagoes térmicas geram as sementes de estrutura. A estratégia é construir variaveis
invariantes de calibre apenas em fungao da perturbagoes da métrica e do tensor energia
momento de um fluido perfeito (a radiacdo nao comutativa), partindo das equagoes
[4.45] sob a condigao [4.54] valida para um fluido perfeito, levando a seguinte equagao para

o componente k do campo P:
"+ 3H(1+ )P + KD + (2H + (1 +3)H?*) @ =0 (9.1)

do modo andlogo ao descrito no capitulo [d] constréi-se um formalismo Hamiltoniano que

recupere (4.54f em termos da varidvel v, definida por ® = 4rGvp+ Pz (%)/, sendo z o

mesmo da eq. . Ao operador nimero de ocupacao associado N = ajai ¢ atribuida
um numero de ocupacao do tipo Bose-Einstein no momento em que a escala cruza, nao o
horizonte, mas o comprimento de correlagio térmica 7' (Koh e Brandenberger] (2007)).
A amplitude de perturbacao entdao evolui até atingir o horizonte sonoro, quando entao
congela (segundo o mesmo mecanismo que opera nas flutuagoes quanticas). O resultado
é um espectro invariante de escala e gaussiano cuja amplitude depende da densidade e da
temperatura em que ocorre a inflagao.

Vale ressaltar que a nossa descrigao de espagos nao comutativos ¢é diferente da geometria
nao comutativa, que se utiliza de um objeto chamado de tripla espectral Chamseddine
et al. (20006). Algumas referéncias para a fenomenologia associada a essa abordagem sao
Nelson e Sakellariadou (2009),Marcolli et al.| (2012))|Nelson e Sakellariadou (2010)) e |[Nelson
et al| (2010). Na tripla espectral, ndo apenas a topologia é codificada em &lgebra, mas um
campo métrico. Estruturas adicionais sao dadas a C*-algebra para cumprir esse propdsito.
A tripla espectral é, portanto, uma generalizacao do conceito de C*-algebra para codificar

espago Curvo.
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