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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma abordagem de transposi¢do didatica de ondas gravitacionais
no contexto da formac&o inicial de professores de fisica. Nossa proposta utiliza uma analogia
com o eletromagnetismo, especificamente entre radiacdo eletromagnética e radiacdo
gravitacional. Demonstramos que a deducdo da funcdo que descreve a trajetoria espiral de um
elétron em direcdo ao ndcleo (na perspectiva classica do eletromagnetismo) é similar a deducéo
da funcdo que descreve a trajetoria espiral de um sistema binario coalescente, conforme a
analogia desenvolvida por Hilborn (2018). Utilizando essa analogia, encontramos equacdes
apresentadas por Nascimento e Cuzinatto (2022), que nos permitem compreender algumas das
principais caracteristicas das ondas gravitacionais mediante os dados do evento GW150914
(Abbott et al., 2016). Propomos uma sequéncia didatica baseada nessa abordagem e analisamos
suas potencialidades e desafios a luz da teoria de Transposi¢do Didatica (Chevallard, 1991) e
suas regras (Astolfi e Develay, 1995). Apesar dos resultados preliminares serem satisfatorios e
coerentes com as regras da transposicao didatica, sugerimos a realizacdo de novos estudos em
sala de aula para investigar o assentimento deste objeto de conhecimento no Sistema de Ensino
por meio dessa estratégia metodologica.

Palavras-chave: Ondas gravitacionais; Radiacdo gravitacional, Radiacdo eletromagnética;
Transposic¢do didatica; Ensino de Fisica; Ensino de Astronomia.



ABSTRACT

In this work, we present a didactic transposition approach to gravitational waves in the context
of initial physics teacher training. Our proposal uses an analogy with electromagnetism,
specifically between electromagnetic radiation and gravitational radiation. We demonstrate that
the derivation of the function describing the spiral trajectory of an electron towards the nucleus
(from the classical electromagnetism perspective) is similar to the derivation of the function
describing the spiral trajectory of a coalescing binary system, according to the analogy
developed by Hilborn (2018). Using this analogy, we find equations presented by Nascimento
and Cuzinatto (2022), which allow us to understand some of the main characteristics of
gravitational waves from the data of the GW150914 event (Abbott et al., 2016). We propose a
didactic sequence based on this approach and analyze its potentialities and challenges in light
of the Didactic Transposition theory (Chevallard, 1991) and its rules (Astolfi and Develay,
1995). Although the preliminary results are satisfactory and consistent with the rules of didactic
transposition, we suggest conducting further classroom studies to investigate the assimilation
of this knowledge object in the Education System through this methodological strategy.

Keywords: Gravitational waves; Gravitational radiation; Electromagnetic radiation; Didactic
transposition; Physics education; Astronomy education.
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INTRODUCAO

A astronomia é prddiga em encantar as pessoas. Quando analisamos seu ensino,
notamos que o interesse dos estudantes em aprender seus contetdos faz surgir inimeras
questdes guiadas pela sua imaginacdo instigada por esse campo cientifico. Além disso, cada
vez mais a influéncia digital proporcionada pela divulgacao cientifica motiva os estudantes a
ciéncia e o professor em sala de aula € o sujeito imediato responsavel por atender suas demandas
de conhecimento, justamente por sua identidade profissional representar um significado social
coerente com o seu campo de formacéo (Guridi et al., 2020).

Mas o campo de pesquisa de Ensino de Astronomia enfrenta, dentre outras linhas de
investigacdo, justamente um problema referente ao curriculo da formacéo inicial de professores
de fisica. Diversas pesquisas apontam que a escassez de cursos de graduacdo em fisica, que
possuam a disciplina de astronomia em sua grade curricular, justifica a omissdo de abordagens
deste campo na educacao basica pelo professor (Justiniano et al., 2014; Slovinscki et al., 2021;
Gorges Neto e Arthury, 2022), mesmo apesar de documentos oficiais orientarem seu ensino,
como os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (Brasil, 1999) e mais
recentemente a Base Nacional Comum Curricular (Brasil, 2018).

Embora apenas 25,7% das licenciaturas em fisica do Brasil oferecem ao menos uma
disciplina de astronomia obrigatoria (Slovinscki et al., 2021), pensamos que ndo devemos nos
resignar em desenvolver discussdes e apresentar abordagens que estimulem seu ensino na
formacdo inicial dos professores de fisica, justamente para fornecer subsidios teérico-praticos
minimos para seu ensino de forma adequada na educacdo basica.

Isso ganha ainda mais relevancia quando estes conteildos, ou objetos de conhecimento,
fazem parte apenas da comunidade cientifica, isto é, quando ainda s&o incipientes as discussoes
sobre a reestruturacdo destes objetos de Saber Sabio para o sistema de ensino, no sentido da
Transposi¢do Didatica de Chevallard (1991). Um exemplo disso é o objeto de conhecimento
que discutimos neste trabalho: as ondas gravitacionais.

Quando consideramos a revolucdo liderada por Albert Einstein na compreensdo da
gravidade, percebemos que sua proposta de concebé-la ndo mais como uma forga agindo
instantaneamente & distancia, como previa a teoria de gravitacdo newtoniana, mas como
perturbacdes na curvatura do espago-tempo propagando-se pelo universo, estabeleceu as bases
para uma compreensdo mais profunda do cosmos (Lima e Santos, 2019).

Em 1916, Einstein, ao considerar campos gravitacionais fracos em sua teoria, publicou

um artigo apontando a existéncia de ondas gravitacionais, que seriam emitidas por um sistema



18

mecanico isolado excitado no regime nao relativista (¥ « c¢). Posteriormente, em 1918, ele
corrigiu um erro no artigo de 1916 e apresentou a férmula do quadrupolo, resultante da perda
de energia (Bassalo e Catanni, 2016). Nesse mesmo artigo, Einstein sugeriu que as ondas
gravitacionais provavelmente nunca seriam detectadas, dado que sua criacdo demandaria
eventos extremamente energeticos, que até entdo eram desconhecidos (Aguiar, 2021).

No entanto, ao longo de aproximadamente um século de desenvolvimento tedrico e
tecnoldgico, a descoberta que fora inicialmente tedrica, encontrou espaco também entre 0s
fisicos experimentais e engenheiros. A deteccdo direta de ondas gravitacionais s6 pode ser
realizada por meio de expressivos investimentos e trabalhos que conectaram cientistas do
mundo todo. No dia 14 de setembro de 2015, por meio do LIGO (Laser Interferometer
Gravitational Waves Observatory), observamos pela primeira vez um evento de coalescéncia
de buracos negros (Aguiar, 2021). E a partir disso, tornou-se possivel compreender melhor as
implicacdes da fenomenologia das ondas gravitacionais, até entdo desconhecidas.

E fato que a astronomia baseada em sinais eletromagnéticos foi responsavel por algumas
das descobertas mais surpreendentes da ciéncia. Por meio de Espectroscopias e Fotometrias dos
corpos celestes foi possivel conhecer desde a massa dos planetas e estrelas, como também sua
composicdo, e até mesmo a expansao do universo (Lima e Santos, 2017). Devido sua relevancia
cientifica e epistemoldgica, a luz e os fendmenos eletromagnéticos sdo estudados por todo
professor de fisica e estabelece-se satisfatoriamente como um objeto de conhecimento a ser
ensinado na educacdo basica.

Mas ao passo em que foram desenvolvidas novas técnicas de obter informacao sobre o
universo por meio de outros mensageiros e que proporcionaram descobertas tdo relevantes
quanto as obtidas por meio de sinais eletromagnéticos, a formacdo inicial dos professores de

fisica precisa acompanhar essa evolucgéo e se modernizar.

As ondas gravitacionais, assim como outros objetos [de conhecimento], ndo devem
ser concebidas como pertencentes exclusivamente a Fisica ou aos cientistas, uma vez
que séo frutos da prépria humanidade em seu desenvolvimento. E preciso, ent&o, que
tais objetos efetivamente adentrem o campo educacional, que sejam democratizados
por meio das atividades educacionais que permitam realizar reflex6es sobre ciéncia
na educacao em ciéncias, e para tais reflexdes constituam-se de apropria¢des concretas
por parte dos sujeitos (estudantes e professores) com possibilidade efetiva de
promover transformacgBes no sentido da emancipagdo humana (Garcia e Camillo,
2021, p. 13).

Sabendo que a Relatividade Geral consiste em uma interpretacdo geométrica da
gravitacdo, que se utiliza de uma matematica bastante rigorosa e avancada que pode afastar

professores de fisica de uma compreensdo fisica emancipatéria de ondas gravitacionais,
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destacamos a alternativa, encontrada na literatura (Schutz, 1984; Hilborn, 2018)?, de articular
uma analogia entre este objeto de conhecimento e o eletromagnetismo.

Apresentamos nesse trabalho uma abordagem que consiste em uma analogia entre
radiacdo eletromagnética e radiacdo gravitacional. Mostraremos que a deducdo da fungéo que
descreve a trajetdria espiral de um elétron em direcdo ao nucleo (na visdo classica do
eletromagnetismo) pode ser muito similar a deducéo que descreve a trajetoria em espiral de um
sistema binrio coalescente com analogia, resguardadas, claro, as especificidades dos dominios.
A partir desta analogia, conseguimos encontrar algumas das equagdes que Hilborn (2018) e
Nascimento e Cuzinatto (2022) encontraram de forma independente em seus trabalhos. Além
disso, analisamos as potencialidades e desafios na articulagdo dessa analogia para o ensino de
ondas gravitacionais na formagcdo inicial de professores de fisica, em consonédncia com a teoria
de Transposicao Didatica (Chevallard, 1991) e suas regras (Astolfi e Develay, 1995).

Neste contexto, os capitulos desta dissertacdo estdo organizados da seguinte forma: no
primeiro capitulo, apresentamos um panorama da Transposicdo Didatica de ondas
gravitacionais a partir da analogia com o eletromagnetismo; no segundo capitulo, tratamos de
fazer uma breve revisdo e/ou aprofundamento do eletromagnetismo; no terceiro capitulo,
apresentamos nossa analogia e algumas equacgdes deduzidas a partir dela; no quarto capitulo,
desenvolvemos uma sequéncia didatica e a analisamos a luz das regras da transposicao didatica;
no quinto capitulo, nossas consideracdes finais sobre o trabalho, apresentando desafios e
possibilidades da transposicdo didatica de ondas gravitacionais. Finalmente, o apéndice e
anexos mencionados ao longo do texto.

Pretendemos que este trabalho proporcione reflexdes sobre o ensino de ondas
gravitacionais para que este objeto de conhecimento seja apropriado pelos professores de fisica
em sua formacdo inicial. Consideramos esta etapa formativa determinante para a estruturacdo
de conceitos que posteriormente adentrardo a sala de aula por meio de metodologias de ensino

que possibilitem um aprendizado adequado e satisfatorio.

! Vale ressaltar também o trabalho de Nascimento e Cuzinatto (2022) que, apesar de ndo possuir este mesmo
objetivo, algumas vezes fazem o paralelo com defini¢bes do eletromagnetismo.
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1 ELEMENTOS PARA UMA TRANSPOSICAO DIDATICA

Neste capitulo, apresentamos brevemente alguns dos elementos que constituem uma
Transposicdo Didatica (TD), concentrando nossa discussdo em caracteristicas que serdo
oportunas para 0s proximos capitulos.

Encontramos na literatura alguns trabalhos que procuraram discutir os saberes escolares
com base na teoria de TD de Yves Chevallard (Almouloud, 2011; Pagliochi, 2020).
Especialmente no ambito da fisica moderna e contemporanea, campo de pesquisa do objeto de
conhecimento que exploramos neste trabalho, destacamos os artigos (Brockington e Pietrocola,
2005; Siqueira e Pietrocola, 2006).

A TD pressupde a existéncia de um processo de transformacédo do Saber composto por
trés patamares: Saber Sabio, Saber a Ensinar e Saber Ensinado. O Saber Sabio diz respeito ao
saber original, esta presente e é construido pela comunidade cientifica, ou seja, € construido por
cientistas e pesquisadores; No Saber a Ensinar, o conhecimento € reestruturado em uma
linguagem que se adeque ao ensino, sendo desta forma reorganizado. Quem realiza este trabalho
sdo os professores, pesquisadores, autores de livros didaticos, especialistas das disciplinas
especificas etc.; No Saber Ensinado € onde ocorre a adequacdo do conhecimento a sequéncia
didatica, ou seja, ao tempo de sala de aula. O professor é quem detém o papel principal neste
altimo (Chevallard, 1991).

Apenas para ilustrar a aplicabilidade de sua teoria, Chevallard a emprega em um breve

exemplo do conhecimento de distancia entre dois pontos na matematica:

O conceito matematico de distancia é introduzido em 1906 por Maurice Fréchet
(objeto do conhecimento matematico); no primeiro ciclo do ensino secundario
francés, a nocdo matematica de distancia, derivada da definicdo de Fréchet, aparece
em 1971 no programa da turma do quarto ano (objeto a ensinar); Seu tratamento
didatico mudou com os anos desde sua designacdo como objeto a ser ensinado: o
trabalho de transposicao continua (Chevallard, 1991, p. 46).

Como a citacdo acima destaca, o processo de adaptacdo de um objeto do saber para um
objeto de ensino ndo é imediato, sua TD continua apos diferentes propostas de introducgéo
realizadas por pesquisadores que refletem sobre o tema e, sobretudo, pelo assentimento do
Sistema de Ensino.

Justificando a necessidade de existéncia de uma TD do objeto do saber, Chevallard
introduz o Sistema Didatico em um Sistema de Ensino que permite seu funcionamento. O

Sistema de Ensino, por sua vez, estd incorporado na chamada Noosfera.
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Noosfera

Sistema didatico Sistema de Ensino

Figura 1 — O Sistema de Ensino.
Fonte: Adaptado de Chevallard (1991, p.28).

Onde o Sistema Didatico é composto essencialmente pelas inter-relacdes entre o Saber (S), 0
Professor (P) e o Estudante (E), e esta inserido no Sistema de Ensino, como comentado. Na
Noosfera as ideias propostas para o ensino séo refletidas com as exigéncias da sociedade néo
especializada. Os agentes desta esfera podem ser

0s representantes do sistema educativo, com ou sem mandato (desde o presidente de
uma associacdo de professores a um simples professor militante) [...que se
relacionam] com os representantes da sociedade (os pais dos alunos, os especialistas
da disciplina que militam em torno do seu ensino, 0s emissarios do corpo politico)
(Chevallard, 1991, p. 28).

A dindmica proposta pela Noosfera é determinante para indicar a permanéncia no
Sistema de Ensino de um objeto de conhecimento que passou por TDs. Assim, a TD pode ser
entendida como um instrumento de analise para compreender o caminho e as transformacdes
gue um objeto de conhecimento passou, do ambiente que se originou ao Sistema de Ensino, do
Saber Sabio ao Saber Ensinado.

A partir disso, Astolfi e Develay (1995) propGem cinco regras que orientam uma
perspectiva sobre o processo de transformacédo do saber na teoria de TD. Para os autores, a TD
deve (i) Modernizar o Saber Escolar, isto &, aproximar os contetdos trabalhados nas escolas
dos contetdos cientificos atuais; (ii) Atualizar o saber a ensinar, pois alguns objetos de
conhecimento escolar tornam-se obsoletos em relacdo ao conhecimento diluido na sociedade;
(iii) Articular o Saber novo com o antigo, o Saber a ser transposto deve ser articulado com

um Saber antigo, ndo de forma radical como uma refutacdo, mas de forma dialogada; (iv)
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Transformar um Saber em exercicios e problemas, o Saber Sabio que for capaz de gerar
exercicios e problemas tera mais chances de se tornar um Saber a Ensinar e (v) Tornar um
conceito mais compreensivel, isto ¢, a TD deve permitir a aprendizagem de conceitos
(Brockington e Pietrocola, 2005).

Vale ressaltar, como coloca Pietrocola (2008, p. 08), "¢ ilusério pensar que a avaliacao
sobre a “ensinabilidade” de um saber se dé de maneira teorica e a priori". Isto é, a TD pode ser
entendida como um instrumento de analise dos saberes que constituem o Sistema de Ensino,
como colocamos anteriormente, mas apenas nos fornece indicios de adaptabilidade daqueles
conhecimentos que podem se estabelecer como objetos de conhecimento escolar, salientando
que somente as avaliacBes de sequéncias didaticas aplicadas em sala de aula é que vdo nos
indicar a real potencialidade de determinado objeto de conhecimento se estabelecer no Sistema
de Ensino.

Por exemplo, ao realizarem uma andlise da TD em contetdos de Fisica Moderna e
Contemporanea para a educacdo basica, em especial sobre a Teoria Quantica, Brockington e
Pietrocola (2005) apontaram que, em relacdo as regras supracitadas, a (iv) e (v) sdo aquelas
mais desafiadoras e complexas para professores de fisica, pois recorrem a necessidade de
planejar estratégias didaticas que suportem seu rigor matematico e que proporcionem
aprendizado de seus conceitos probabilisticos. Assim, sugerem abordagens de cunho filoséfico,
privilegiando o debate fenomenoldgico deste conhecimento.

Os autores, ainda, apontam que

[Um] novo Saber Escolar deve ser avaliado em termos da motivacao que ele gera e de
seu sucesso entre 0s alunos. Porém, agora o sucesso deve também ser visto no sentido
de entendimento, prazer e significacdo e ndo apenas em termos de adaptabilidade
(Brockington e Pietrocola, 2005).

Com o disposto, temos a nocao de que ha um processo de reestruturacdo do saber em
trés distintos patamares, onde diferentes sujeitos tomam suas ac¢les. Temos elencados,
sobretudo, alguns indicativos dos saberes que permanecerdo, em termos de adaptabilidade, no
Sistema de Ensino ap0s sua longa trajetdria de transposicéo, sabendo que apenas as sequéncias
didaticas avaliadas em sala de aula que podem determinar a permanéncia destes.

Assim, podemos estabelecer a localizagédo deste trabalho no processo de transformacéo
do objeto de conhecimento “ondas gravitacionais”. Como pretendemos apresentar uma
abordagem para ser utilizada por professores formadores nos cursos de licenciatura em fisica,
este trabalho se encontra no patamar do Saber a Ensinar. Na secdo a seguir, discutimos o

panorama da transposicao didatica de ondas gravitacionais.
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1.1 TRANSPOSICAO DIDATICA DE ONDAS GRAVITACIONAIS

O conceito de ondas gravitacionais s6 pode ser entendido a luz
da teoria da relatividade geral de Albert Einstein. Sem ela néo
podemos entender o que sdo ondas gravitacionais (Aguiar, 2021).

Quando estudamos epistemologia, podemos entender que ha uma maneira de
avaliarmos nossas teorias cientificas. Para Lakatos, por exemplo, quando dois programas de
pesquisa se dedicam a explicar o mesmo fenémeno, teremos um que serd progressivo e outro
degenerativo. O primeiro é aquele que consegue explicar os fendmenos que se propde, mas que
também fornece indicios de novos fenémenos a serem descobertos. O segundo é o programa
gue ndo mais consegue indicar novos fenémenos a serem descobertos, se concentrando naquilo
que ja descobriu e/ou adequando a teoria as novas observacoes. A astronomia ptolomaica, por
exemplo, cedeu espaco a astronomia copernicana e, desta forma, um programa de pesquisa
degenerativo cede espaco ao rival progressivo (Chalmers e Fiker, 1993).

Um episddio semelhante é o caso da gravitacdo. Quando analisamos o desenvolvimento
da ciéncia em torno desse objeto de conhecimento, percebemos que, apesar de conseguir
explicar muitos fendmenos do cotidiano, quando o programa de pesquisa da gravitagcdo
newtoniana encontrou o programa de pesquisa rival, de Einstein, ele gradativamente foi
degenerando?. A teoria de gravitacdo de Einstein, ou Teoria da Relatividade Geral, foi capaz de
significar elementos que a teoria de gravitacdo newtoniana ndo conseguia e, além disso,
conseguiu progredir nosso conhecimento ao propor a existéncia de novos fendbmenos que, com
0 passar dos anos, foram sendo empiricamente confirmados (Arthury, 2016).

Salientamos a citacdo colocada no inicio desta secdo. As ondas gravitacionais séo
deduzidas apenas pelas equagdes de campo da Teoria da Relatividade Geral de Einstein. A
gravitacdo newtoniana prevé que a informacdo de alteracbes provocadas, por exemplo, nas
posicdes das fontes, desloca-se instantaneamente até o observador. Para a Relatividade Geral,
essa informacao possui velocidade finita (Herdeiro, 2020).

Uma vez que no patamar do Saber Sabio, aquele desenvolvido por cientistas, as ondas
gravitacionais s6 podem ser compreendidas por meio de deducfes da Relatividade Geral, nos

questionamos quanto ao seu ensino. E possivel compreender fisicamente ondas gravitacionais

2 Ao conseguir explicar as perturbagdes na érbita de Mercurio, por exemplo, que era uma anomalia que a teoria
da gravitacdo newtoniana ndo conseguia explicar. Essa dificuldade fez, inclusive, alguns astrbnomos proporem a
existéncia de um planeta, Vulcano, que seria o responsavel por tais perturbacdes (Arthury, 2016).

3 Curiosamente, no eletromagnetismo temos algo semelhante. Veremos no préximo capitulo.
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sem necessariamente adentrarmos nos estudos de Relatividade Geral? Caso negativo,
estudantes de licenciatura em fisica, futuros professores de fisica, estdo, portanto, sujeitos a
incompreensdo deste fendmeno da natureza por ndo possuir disciplinas especificas em seu
curriculo?

Alguns pesquisadores propuseram distintas formas de introducdo de ondas
gravitacionais em diferentes niveis formativos, como no ensino médio (Fontele e Carvalho,
2020), por meio de uma serie de atividades que articulam a experimentacdo e recursos de
Tecnologias da Informacédo e Comunicacgéo (TIC), e em nivel superior (Cardoso, 2023), onde
sdo apresentadas as equacdes de maneira tradicional. Em nossa pesquisa, nos concentramos em
buscar uma possibilidade de apropriacdo dos conceitos fisicos que envolvem este objeto de
conhecimento. Conforme analisamos no capitulo 4, uma abordagem proeminente se da a partir
da analogia entre radiacdo gravitacional e a radiacio eletromagnética®. Destacamos na
sequéncia trés trabalhos que propdem estas relacdes e que serdo importantes para o
desenvolvimento do presente estudo.

Um dos mais antigos e relevantes artigos que procurou elucidar o conceito de ondas
gravitacionais articulando-o com o eletromagnetismo, foi o trabalho “Gravitational waves on
the back of an envelope” publicado em 1984 por Bernard F. Schutz no periddico American
Journal of Physics. O autor abordou a interseccdo entre esses dois dominios cientificos e
delineou uma abordagem acessivel para aqueles que ndo sdo especialistas em Relatividade
Geral. Em suas proprias palavras, seu trabalho "[...] pode auxiliar na didatica dos fenbmenos
das ondas gravitacionais para alunos de graduacao e para outros que ndo tém especializacdo em
relatividade geral” (Schutz, 1984, p. 412). Vimos, em nossa pesquisa, que esse foi o primeiro
trabalho que mencionou explicitamente o interesse de transposicdo deste objeto de
conhecimento.

Além disso, a respeito das questdes que refletimos acima, Schutz (1984, p. 412) coloca:
“apesar das radiagdes gravitacionais serem consequéncias da relatividade geral, ndo ¢
necessario entender relatividade geral para compreender o que é esta radiacéo e para derivar
estimativas de ordem de grandeza de seus efeitos”.

Nesse estudo, mais especificamente, o autor propde uma adaptacdo do potencial escalar
retardado da eletrodindmica ao contexto gravitacional, resultando em estimativas comparaveis

em magnitude as deducdes estabelecidas pela Relatividade Geral. Vale ressaltar que neste

4 E interessante apontar que, em nivel do Saber Séabio, também houve propostas de analogias entre a radiacio
eletromagnética e radiacdo gravitacional, algumas antes mesmo da Relatividade Geral de Einstein. Para mais
informacdes, vide Garcia e Camilo (2021).
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modelo, apesar da notavel aproximacédo que alcancara, as ondas gravitacionais produzidas se
propagam longitudinalmente, ao invés de serem transversais as fontes que a produziram, como
sugere a Relatividade Geral.

Com o titulo “Gravitational waves from orbiting binaries without general relativity”, o
artigo publicado em 2018 por Robert C. Hilborn no periédico American Journal of Physics,
também sugestiona responder as questfes que colocamos a pouco. No inicio desse trabalho, o
autor deixa claro que ndo pretende construir uma teoria relativistica alternativa a gravidade,
mas sim “estabelecer at¢ que ponto tal modelo [construido a partir da analogia entre
eletromagnetismo e gravitacdo] pode explicar a producdo de ondas gravitacionais a partir de
binarias em orbita e a detec¢@o dessas ondas longe de suas fontes” (Hilborn, 2018, p. 186).

Imbuindo um potencial de ensinabilidade desse objeto de conhecimento por meio dessa
analogia, o autor coloca que “os argumentos apresentados [em seu trabalho] devem ser
facilmente compreensiveis para professores de fisica que ndo sdo especialistas em Relatividade
Geral e para seus alunos de nivel avancado” (Hilborn, 2018, p. 186).

Diferentemente de Schutz (1984) que realizou suas deducdes a partir da analogia com o
potencial escalar retardado, Hilborn (2018) faz o exercicio partindo do potencial vetor
retardado. Neste modelo, o autor encontra deducdes que mostram a natureza transversal das
ondas gravitacionais para uma fonte binaria em drbita, além de mostrar que a energia irradiada
tem a dependéncia da massa, frequéncia orbital e separacdo de massas previstas por deducoes
linearizadas da Relatividade Geral, sem invocar a curvatura do espaco-tempo ou o tensor de
energia-momento.

Apesar do esfor¢o consideravel em realizar essa transposicéo, € comum que a formacéo
em licenciatura em fisica ndo abranja a eletrodindmica em profundidade adequada para uma
compreensdo satisfatoria das deducgdes apresentadas. 1sso pode, por vezes, afastar professores
formadores da possibilidade de incorporar o contetdo desses artigos em seus planos de ensino.
Assim, introduzimos o terceiro artigo que visa abordar as ondas gravitacionais a partir de fisica
bésica.

O estudo em questéo foi publicado em 2022 na Revista Brasileira de Ensino de Fisica
pelos autores Nicolas L.N.S. Nascimento e Rodrigo R. Cuzinatto e tem como titulo “Ondas
gravitacionais de buracos negros coalescentes: um estudo quantitativo a partir de fisica basica”.
Neste trabalho, os autores apresentam uma abordagem a partir dos conhecimentos trabalhados

nas disciplinas de Calculo e Fisicas Basicas. Os autores colocam:
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O escopo do presente trabalho é ampliar o publico-alvo do assunto das ondas
gravitacionais e buracos negros, tornando os principais resultados divulgados pela
Colaboragdo LIGO-Virgo acessiveis aos estudantes em inicio de graduacdo em
ciéncias exatas, incluindo futuros fisicos, quimicos, geo6logos, oceandgrafos,
matematicos, engenheiros, bacharéis em ciéncia e tecnologia; todos o0s quais passam
pelos cursos de calculo diferencial e integral e fisica basica (Nascimento e Cuzinatto,
2022, p. 02).

Desta forma, se utilizam de conhecimentos da mecénica newtoniana e do
eletromagnetismo para desenvolver equacBes que permitem uma compreensdo de ondas
gravitacionais em nivel de graduacdo. Embora ndo adentrem o campo da Relatividade Geral,
0s autores alcangam estimativas de mesma ordem de grandeza ou maiores que aquela teoria por
meio de deducdes a partir da fisica trabalhada nestes cursos e, sobretudo, por meio de analises
dimensionais, que possibilitam um entendimento dos trabalhos reportados anunciando a
deteccdo de ondas gravitacionais.

No decorrer do trabalho, os autores comparam seu modelo aos dados obtidos pela
primeira detecgdo de ondas gravitacionais pelo LIGO, em 2015. Ao final, estendem seu objeto
de estudo as dez primeiras detec¢des, de 2016 a 2020, demonstrando as potencialidades e
desafios de sua abordagem.

Relacionando as questfes que colocamos anteriormente, 0s autores apontam que seu
trabalho “mostra que € possivel entender as caracteristicas essenciais das ondas gravitacionais
emitidas pela coalescéncia de sistemas binarios a partir dos conhecimentos de fisica basica”
(Nascimento e Cuzinatto, 2022, p. 01). Para 0 nosso propdsito, € importante apontar que
algumas das expressdes deduzidas por estes autores sdo equivalentes as expressdes deduzidas
por Hilborn (2018)°.

Estes trabalhos podem ser caracterizados no patamar do Saber a Ensinar, pois propdem
reorganizar o contetido de ondas gravitacionais para ser entendido por ndo especialistas na sua
formacdo inicial. Apesar de buscarem uma alternativa que nao recorra a utilizacdo de dedugdes
provenientes da Relatividade Geral, mas sim de conhecimentos trabalhados na formagéo inicial
de fisicos, e que, portanto, € um exercicio de transposi¢do didatica que pode se adaptar bem a
realidade da formac&o de professores de fisica. No entanto, isso ndo significa que uma analogia
entre radiacdo gravitacional e radiacdo eletromagnética ndo demande um aprofundamento nos
estudos de eletromagnetismo.

Os obstaculos que s&o encontrados na compreensdo de ondas gravitacionais, a partir
dessa analogia, sdo menos exigentes daqueles encontrados no caminho tradicional baseado na

5 Veremos isso no capitulo 4.
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teoria da Relatividade Geral. Além disso, por partir de um objeto de conhecimento bem
estabelecido no Sistema de Ensino (no caso, o eletromagnetismo), as possibilidades de
apropriacdo deste conteudo por parte dos professores e, consequentemente, de sua transposicao
para a educacao basica, ficam mais tangiveis, como veremos em maior profundidade no capitulo
4.

Vale destacar, como vimos anteriormente, que a no¢cao matematica de distancia estivera
por sessenta e cinco anos em um processo de adaptagdo ao Sistema de Ensino. Com este
modesto exemplo, sugerimos que estamos presenciando a possibilidade do objeto de
conhecimento “ondas gravitacionais” também estar passando por uma reestruturagdo para um
objeto a ser ensinado.

Os trabalhos apresentados nessa secdo mostram a existéncia de possiveis relagdes entre
a radiacdo gravitacional e a radiacdo eletromagnética que pode ser explorada durante a
formagcao inicial de professores. Salvo alguns aprimoramentos®, podemos dizer que um dos
principais desafios atuais estd em adequar este objeto de conhecimento ao tempo de sala de
aula, e consideramos as iniciativas na formacdo inicial de professores de fisica preponderantes
para realizar isso.

Nos proximos capitulos, nos dedicamos a apresentar uma alternativa de ensino de ondas

gravitacionais por meio da analogia entre radiacdo gravitacional e radiacdo eletromagnética.

& Por exemplo, por ndo adentrarem no carater relativistico deste fendmeno, Hilborn (2018) e Nascimento e
Cuzinatto (2022) apontam que esta em aberto uma explicacdo em seus modelos que contemple 0s momentos de
maior aproximacdo das binarias e 0 momento de ring-down presentes nos graficos de deteccéo.
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2. UMA BREVE INCURSAO NA ELETRODINAMICA CLASSICA

Nosso objetivo nesse capitulo é encontrar a fungdo que descreve a trajetoria espiral de
um elétron em direcdo ao nucleo demonstrada pela eletrodinamica classica. Para isso,
precisamos deduzir algumas equacdes que nos permitirdo alcangar tal expressdo. Partimos das
equacOes de Maxwell e mostraremos sua relagdo com as equagdes de onda ndo homogéneas.
Apos isso, introduzimos os potenciais e campos de Liénard-Wiechert, que descrevem as
caracteristicas de uma particula com carga em movimento, para assim, deduzir a férmula de
Larmor, referente a emissdo de energia dada por esta particula. Em posse desta Ultima,
encontramos a fungdo que desejamos.

E importante destacar que, com excecao da Ultima se¢io onde deduzimos a fungéo que
procuramos, todas as deducbes deste capitulo podem ser encontradas em (Machado, 2000;
Machado, 2002; Machado, 2006). Nesse capitulo, reorganizamos sua apresentacéo para adequar

a0s nossos objetivos.

2.1 POTENCIAIS ESCALAR E VETORIAL

As famigeradas equacOes de Maxwell podem ser expressas no seguinte formalismo:

vE=C (1)
V-B=0 )
ngz—@ 3)

at
Vx§=u0f+u060§ 4)

Estas equacdes formam um conjunto de equacdes diferenciais parciais e acopladas de
primeira ordem. A partir delas, podemos determinar os campos & (#,t) e B(#, t) por meio das

distribuicdes de densidade de carga p e de corrente f No entanto, para um caso geral, sua
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resolucdo ndo é tao simples, pois as grandezas fisicas envolvidas no problema podem depender
do espaco e do tempo.

Nos casos eletrostaticos e magnetostaticos utilizamos o conceito de potenciais escalares
e vetoriais para a resolucéo desse problema. De forma analoga, para o caso geral, partimos da

nocao de que o fluxo do campo magnético através de uma superficie fechada é zero, isto &,
V-B=0

Sabendo que quando o divergente de um campo vetorial é nulo, ele pode ser escrito
como sendo o rotacional de outro campo vetorial, ou seja, podemos utilizar a seguinte

propriedade:
V- (VxA) =0 ()

Portanto, o campo vetorial A pode ser definido como

-

B=VxA (6)

O campo Aéo potencial vetor magnético e, desta forma, A=A%0).
Na eletrostatica, o campo elétrico é descrito como sendo E= —V¢. No entanto, estamos
estudando o campo elétrico onde seu rotacional é diferente de zero. Encontramos a expressao

do campo elétrico que se relaciona com o potencial escalar ¢ considerando a equagéo (3) e

adicionando ao campo magnético o significado de B gue encontramos acima:

Vx &= 95
ot

- a -,
= —— A
VX E at(Vx )
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Uma vez que encontramos uma grandeza cujo rotacional é nulo, podemos utilizar novamente a

propriedade (5) no termo entre parénteses e definir essa grandeza como um potencial escalar ¢:

4+ 04 _ Y
ot ¢
Ou ainda
R 9A
— v 2 (7)
E Vo T

Desta forma, os campos elétrico e magnético ficam escritos em termos dos potenciais por meio

das equacbes (7) e (6), respectivamente. Interessante notar que quando A for nulo e também
ndo depender do tempo (situacdo magnetostatica), retornamos a expressdo usual para 0 campo
elétrico.

Substituindo a equacdo (7) na Lei de Gauss (1),

g (—vp-24)_2
¢6t_eo

V- (V V- 04 _P
w9 (5) =2

Sabendo que o operador Laplaciano pode ser definido como o divergente do gradiente V2=V -

(V), temos

O o . N__P
Vit 5 (V-A) = - (@)

De forma anéloga, aplicando as equac6es (5) e (7) na equagéo (4), temos

L 0E
VXB =Ho]+/v1060§
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) ) G 04
VX(VXA):HOJ‘FHoan —Vﬁb—a

Considerando a identidade V x (V x 4) = V(V - 4) — V24

-

V(V-A) = VA = pof — i(v ) — 9 (94
= UoJ llofoat ¢ llofoat ot

, 024 % d¢ R
V24 — oo <T) V(7 A+ nokoo2) = o] 9)

que é a equacdo derivada da Lei de Ampére-Maxwell.
As equag0es (8) e (9) podem ainda ser simplificadas mediante ao uso de transformagdes

de calibre, ou de gauge. Os dois principais calibres sdo o calibre de Coulomb e o calibre de

Lorenz’, sendo este Gltimo conveniente para o0 nosso caso. Dado o calibre de Lorenz
S d¢p
V-A+ pgeg—= =0
Ho€o ot

utilizamos-o nas expressoes (8) e (9), resultando em

0% p (10)

Vi — Ho€orz = €

) 024 )
VA — MOEOW = —HUoJ €3]

Essas expressdes sdo semelhantes a equacdo de onda ndo-homogénea, sendo 0s termos

das fontes relacionados a p e J. Resolver essas equac¢des € um trabalho muito importante pois

7 Demonstramos no Anexo A uma resolucdo que satisfaz o uso do calibre de Lorenz em nosso contexto.
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elas fornecem os potenciais que, por sua vez, determinam 0s campos £eB. Na sequéncia,
resolvemos estas equagdes com o intuito de encontrar os campos associados a uma particula
pontual de carga g que se move a uma velocidade v(t,), onde t,. € chamado de tempo retardado,

que leva em conta a velocidade finita da luz, como veremos na sequéncia em mais detalhes.

2.2 POTENCIAIS E CAMPOS DE LIENARD-WIECHERT

Consideremos um caso estatico de distribuicdes de carga p e de corrente J, conforme

figura 2:

dv

a1
|
=l

<!

X

Figura 2 — Distribuicdo quaisquer de carga e corrente.
Fonte: Adaptado de Machado (2006, p.104).

As equacoes (10) e (11) sdo representadas por quatro equagdes de Poisson (uma para o

potencial escalar ¢ e trés para o potencial vetor magnético /T), respectivamente

p
Vip = ——
¢ e
VA = _#of

cujas solugdes sdo conhecidas por todos os estudantes de eletromagnetismo:
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p(r)
47‘[60,[- Ir—r (12)
TN P LG0)
A = = dv (13)

A questdo mais relevante a ser discutida para o nosso propdsito, € a relatividade que
temos suprimida quando estudamos eletrostadtica e magnetostatica. Por motivos de
considerarmos os objetos de densidade muito proximos e pelo valor da velocidade da luz ser
muito alto, conseguimos satisfatoriamente calcular um potencial adequado para esses sistemas
com as equacdes acima, permitindo que qualquer mudanga em sua densidade seja notada
instantaneamente no ponto de estudo em questéo.

Contudo, o dominio estatico € um caso particular do eletromagnetismo. Em um caso
mais geral, onde podemos ter uma grande distancia dos objetos de densidade em estudo, a
informacdo de quaisquer variacdes na fonte sera notada apds um tempo. Essa informacéo viaja
a velocidade da luz ¢, como ja sabemos das deducGes das equacbes de Maxwell.

Uma vez que as fontes estdo localizadas nas posicGes 7’e 0 ponto de observacdo destes
potenciais situa-se na posicdo 7, temos que o tempo em que as fontes emitem uma informacéo

e o instante em que ela chega ao ponto de estudo é dado por

Desta forma, os potenciais estudados no ponto 7 e no instante de tempo t ndo dependem
instantaneamente da configuracdo de cargas e correntes no tempo t, mas sim de como elas
estavam num instante de tempo anterior, quando a informacéo fora emitida. Chamado de tempo

retardado t,., é definido como

!

tr=t—t =t—

Assim, as equacdes (12) e (13) quando submetidas ao tempo retardado, ficam
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- 1 p(?,’t‘r’)
t) = ———dV 14
¢@0) 4meqy )y, |7 — 7| (14)

e ”O ]_)(T_z,’ tr)
A =— | 5——=~d 15
(r,t) an ), F =7 |4 (15)

Os potenciais acima sio conhecidos como potenciais retardados®.

Até 0 momento apresentamos as solucdes para os casos gerais de densidade de carga e
corrente. No entanto, estamos interessados na determinagdo dos potenciais e campos para 0
caso de uma carga pontual em movimento, que sera importante para compreendermos a
radiacdo emitida por esta carga. Portanto, consideremos agora uma particula de carga Q

movendo-se no espaco de modo que sua posicéo atual seja descrita por 7, (t), conforme o

sistema:

Posigao
retardada R

Posicao
atual

Figura 3 — Grandezas de uma carga pontual em movimento.
Fonte: Adaptado de Machado (2006, p.104).

8 Desenvolvemos a apresentagdo dos potenciais retardados de modo légico, sem resolver explicitamente as
equac0es diferenciais (10) e (11). Normalmente sua solucéo é realizada por meio de FungGes de Green que incorre
0 uso de artificios matematicos que podem tornar dificil a compreensdo de um professor formador néo
familiarizado. Desta forma, no Anexo B, apresentamos uma resolucdo adequada e que também demonstra a
consisténcia das equaces (14) e (15).
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O ponto onde queremos determinar os potenciais retardados € indicado por 7 e a posi¢do no
tempo retardado é dada por 7, (t,), de modo que o vetor R representa a diferenca entre 7 e

7o (t,) ou seja,
R =17 —7,(t,)
Consequentemente, temos que o tempo retardado é determinado por meio da expressdo
R=|F=7(t)| =c(t—t)

uma vez que R € a distancia que a informacdo transmitida pelos potenciais no tempo t, deve
percorrer para chegar no ponto de observacgdo 7 no tempo t.

A carga dessa particula € dada por
Q = J'D(FQ (t), tr) av
|4

em que p(FQ(t),tr) ¢ a densidade de carga calculada no tempo retardado t,.. O fato de a
particula estar em movimento faz com que as contribuicGes de diferentes partes da distribuicdo

|7

. —Tol(t . .
de cargas sejam calculadas em tempos retardados t,, = t — T+(r)| diferentes, alterando assim

o valor da carga total observada por um determinado fator geométrico.
A dilatacdo geométrica produzida pelo movimento de um objeto com velocidade v

quando é visto na posic¢do 7’ por um observador situado na posicao 7 é definida como

— 7

>1—1
v
— 7| cl

onde L é o comprimento do objeto em movimento e L' é o comprimento com que ele é

=

L’=Ll1—

=

percebido. Desta forma, o volume do objeto € alterado por um fator
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—x! - 5 R R
=" ef = % Isso faz com que o volume de um corpo em movimento seja

|[7=7']

onde R =

x| L
=

dv

av’

e a carga da particula
dv
p(To(®), ty) ———
fv(Q() TR

Quando temos um problema envolvendo distribui¢cGes continuas de carga e também
cargas pontuais, é conveniente incluir essas cargas na densidade de carga total. Isso pode ser
feito por meio do uso de funcBes delta de Dirac. Se uma dada carga Q esta localizada na posicdo

7o(t,), a densidade de carga associada a essa carga pode ser escrita como

p(Fo(0), t,) = QE(Fy (1) — To(t))

Integrando a densidade em todo o espaco, teremos a carga total Q:

[ plia@.6) = @ [ 86 (®) = o))

Onde, por definigdo temos

f6(x —Xxp)dx =1

Portanto,

[ plia@n) =

De modo que temos
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f Q8(F(®) - To(tr) o) _ ¢
v 1-R-B 1-R-p

7-7o(t 3 _ vt 5
otr) B = 2tr) sendo calculados no tempo retardado. Podemos entdo calcular

agora R = —
9 o] c

o0 potencial retardado mediante a

1 (p(F®).t)

av
4teq Jy, |7'~’ — FQ(t)|

P t) =

Substituindo os fatores, teremos

Lo QE(Te(t) —7(t))  av
¢(r’t)_4n60]v [F=7@®| 1-R-§

Q
4‘7T€0R_}_€.E

(7 t) = (16)

Que é o potencial retardado para uma particula pontual de carga Q movendo-se no
espaco com velocidade v(t,-) no tempo retardado t,..

Podemos encontrar o potencial vetor magnético dessa particula partindo da equacao
(15):

9 G

- - - dV
am ), |¥ — 7’|

Para isso, precisamos determinar a densidade de corrente de um elemento de carga. Sabendo

que
dQ = pdv = pdA|dl|

onde dA ¢ a 4rea perpendicular a0 movimento de carga dQ no volume dA|dl], sendo |dI| na

mesma dire¢céo que dQ. Derivando com relagéo ao tempo, temos
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dQ . |dl|
a P

Sabendo que a corrente i pode ser definida como a quantidade de carga sobre o tempo e que a

velocidade da particula v desloca-se na taxa — temos

|ai]
t

di = pdAv

De modo que a densidade de corrente na forma vetorial pode ser definida como

7 -

J=pv
J(F(0),t) = p(F(D), t)B(¢,)

De forma semelhante ao desenvolvimento anterior, o potencial vetor magnético resulta em

S 7o (t), t)V(t av
A(F’t):ﬂfp(Q_)()_)r) (r) —
4m ), |T—TQ(t)| 1-R-PB
5 §(7y(t) = 7ot )V(t,) dV
QG =t Q (TQ(3 fq( NV(t,) V__
4m ), |7 =7, (0)] 1-R-f
r e l’l'O Qﬁ(tr)
A(r,t) = ——— 17
OO = ek —7 .7 an
Que pode ser reescrito como
r e ILLOEO Q -
A =
(7, t) Imeen R =V(tr)

Sabendo que c? = -

- 1 Q  U(t,)
t) = .
dmeégR —R-f ¢°

Lembrando que o potencial escalar encontrado é
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() :4ﬂEoR—ﬁ-ﬁ

De modo que o potencial vetor magnético pode ser
(18)

GO

A@ b = 3

Os potenciais retardados dados pelas equacdes (16) e (17)-(18) sdo conhecidos como
potenciais de Liénard-Wiechert para uma carga pontual em movimento. Partindo destes
potenciais, podemos determinar os campos elétrico e magnético dessa particula utilizando as

definicdes (6) e (7)
E=-Vv oA
=-Ve at

B=VxA4

A resolucdo dos campos demanda uma extensa articulacdo algébrica que, para facilitar
a leitura, disponibilizamo-la no Anexo C. O campo elétrico de Liénard-Wiechert resulta em
(19)

Q (ﬁ_Rﬁ)(l_BZ)-l-R)X[(ﬁ—RE)X%]
[R—F-f]

[R-R-B]

e 0 campo magnetico fica
N N = =2 = C_f 7 —

Q (ﬁxR)(l—ﬁ2)+(ﬁ><R)(R'z . o xR
- 43 - 593 - 92
[R—R-B] [R—R-pB]

[R—R-B]

ou ainda
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R(t,) x EF 0 20)

B@# ) = -

onde @ = -, sendo a a aceleracdo da particula e f = =, sendo v sua velocidade.

a
alsl

A partir desses campos, podemos encontrar a Formula de Larmor, referente a emissao

de energia da particula ao executar um movimento acelerado.
2.3 AFORMULA DE LARMOR

Para as discussdes desta se¢do, vamos analisar a equacéo (19) que descreve o campo
elétrico produzido por uma carga em movimento. Podemos ver que temos dois fatores, o
primeiro deles é dependente apenas da velocidade da particula v = cﬁ, enquanto o segundo
termo depende também de sua aceleracdo @ = ca. Por este motivo, o primeiro deles é
conhecido como campo elétrico de velocidade e o segundo é o campo de aceleracéo.

Para a nossa analise inicial, vamos separar esses campos. Iniciamos com o campo

elétrico de velocidade, que pode ser reescrito como (Machado, 2006):

s @ _RER=F)A -
T 4meo[R—R.FI'[R-R B

ou ainda,

PRE (R-B)1-p8% 21
4meo (R~ B -] [1 - R-§]

Essa equacdo mostra que o campo elétrico de velocidade possui dependéncia com o
inverso do quadrado da distancia a partir da fonte, que é o comportamento usual do campo
elétrico coulombiano. O campo elétrico da aceleracéo, contudo, pode ser reescrito da seguinte

forma:
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o FRx|R-B)xY]

4meo (R~ K- [1 - R - §]

(22)

De modo que ele tem dependéncia com o inverso da distancia. Isso quer dizer que a
grandes distancias da carga, a parcela dominante é o campo elétrico de aceleracdo. Por causa
disso, esse campo é importante também na emissdo de radiacdo por particulas carregadas e,
deste modo, é conhecido também como campo elétrico de radiagdo. Para 0s nossos propositos,

é interessante apresentar uma representacdo geometrica disso:

Figura 4 — Campo criado por uma particula com carga em movimento.
Fonte: Adaptado de Rybicki e Lightman (1985, p.81).

A particula da imagem movia-se a velocidade constante ao sentido negativo do eixo x
até 0 momento em que desacelera e estaciona em x = 0. A secdo das linhas de campo de cor
preta corresponde ao campo emitido pela particula quando ela estava na posi¢do x = 1 e a se¢do
azul corresponde ao momento estacionado. A descricdo fisica desses momentos é dada pela
equagdo (20), onde o campo decai com 1/R? . A figura 4 mostra também que nestas duas
regides, as linhas de campo elétrico de velocidade propagam-se radialmente a particula pois sua
aceleracdo € nula.

A secdo vermelha, no entanto, estd relacionada ao campo de aceleracdo (ou

desaceleracdo) da particula, representado pela equagdo (22), e mostra como a aceleracdo pode
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dar origem a um campo transversal proporcional a 1/R . Podemos observar também que na
regiao de transicdo o campo transversal € muito mais intenso (linhas de fluxo compactadas) do
que os campos radiais, sendo consistente com a Lei de Gauss e a conservacgéo de fluxo. Por este
motivo, seguimos nossa deducdo da formula de Larmor pela equagcdo do campo elétrico de
radiacéo.

Para entender como essa radiacdo € emitida de uma carga pontual, consideremos o caso

ndo relativistico (E << 1). Aequacdo (22) se reduz a

Q Rx(Rxa)
41eyc? R

Ex(F 1) =

Sabendo que o duplo produto vetorial é expresso pela identidade

dx(bx&)=(-&)b—(a-b)é (23)
temos
i) = gy I (N
Ea(@.1) 4n§062 & aRé ¢
Precisamos da nocéo de fluxo de energia emitida por esta particula, o que nos demanda
fazer

ga (F,t) :m[(ﬁa)ﬁ—d] [(}?d)ﬁ—d]

2 Q?

16m2€y%c*R?

5 2 Q?

[(R-a)" - 2(R-a)" + 4

Considerando que o angulo entre R e d é dado por 6, temos
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§ 2o _ Q2 2 2 29
g (7t) = T6n7e 20 R [a® — a“cos?0]
Sabendo que cos?8 = 1 — sen?6, temos
52 Q%a?
Sd (T', t) = msenze (24)

Para continuar, precisamos manipular a definicdo do vetor de Poynting, que é familiar

a todo estudante de eletromagnetismo:
= 1 - -
S=—-2EXB
HoC
Utilizando (20) na expressao acima

S =

1, lﬁ(tr) ><§(?,t)l
E X
HoC c

Novamente usando a propriedade (23), temos

-

- 1 - 2>\ A - a
§= m(e R, — (5 : R(tr)) 5
g 1 2 ~ - ~ -
S =—{&%R(t,) — [ - R(t]E}
HoC
Como o campo elétrico é ortogonal a R(t,.), temos
- 1 >4 A
S =—2¢E2R(t,)
HoC

Aplicando a equacéo (24)
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. 1 Q2%a? .
S= ;1_0—16712602c5R2 sen“OR(t,)

1 ~
,eentdo ¢t = ——

Sabendo que ¢? =
Ho€o Ho“€o

a .
——sen?0R(t,) (25)
m2c

E interessante notar que, dada a dependéncia do sen?6, a maxima emissio de radiacio
da particula em movimento acelerado se da perpendicularmente ao seu movimento, ou seja,
para 6 = /2, caindo gradativamente ao longo da decomposicédo até que ndo haja emissao na
direcdo de seu movimento (6 = 0).

Para continuarmos, vamos retornar as componentes estabelecidas na figura 3.
Calcularemos a poténcia total emitida pela particula em movimento considerando a poténcia

emitida na posicdo retardada, isto €, em 7, (t,). A poténcia fica

aw
P =
&) =70
Utilizando a regra da cadeia, temos
P(t)—dwat—Ptat 26
T dt at, ()atr (26)

. « at
Precisamos agora encontrar uma expressdo que melhor represente . Lembrando que
T
R =7 —17,(t,), temos

OR 0 o7, (t)

=) =5

Utilizando, novamente, a regra da cadeia da funcdo composta

OR 07 (t,) ot,

ot at, ot
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ou

dR _ ot,
ac . Vot

Onde v é a velocidade da particula na posicao retardada. Podemos reescrever da seguinte forma

)% (27)

uma vez que ¥ pode ser decomposto em R. Lembrando que R=RReR = c(t —t,.), podemos

ter

dR 0 ot
E:a[C(t—tr)]:C<1—E) (28)

Aplicando (26) e (27) em (28), temos

N ot,
—(R-v)ﬁ—c<1——)

ot
Ou
0ty o 20t 1
ot ot
at, 1
% " 1-(Rf)
Substituindo esse resultado em (26), temos
P(t,) = P()[1 - (R - )] (29)

Com esse resultado, podemos seguir para o célculo da poténcia total emitida pela
particula. Reiterando que o vetor de Poynting representa o fluxo de energia por unidade de area
e tempo, consideramos uma casca esférica de raio R centrada na posi¢do da particula. O vetor

de Poynting pode ser escrito da seguinte forma
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5~y dP(t
0=

onde dA = R?df e d2 = senfdOd¢ representa um elemento infinitesimal do angulo sélido,

de modo que

2 sy, dP(D)
(S-R)R? = T

Tomando a derivada de (29) em relacdo ao angulo sélido, temos

oP(t,) 0 I
= =55 PO[1— (R )]

OP(E) (1 a micd sy
G _1- k- HIG - R)R

Aplicando (25) nessa equacdo, temos

sen?6

dP(t N 2q?
(r)=[1—R' ]l"OQ
10) 16m2%c

De modo que podemos integrar por toda a superficie da esfera:

_ s o .uOQZaZ 2
iaP(tr) —i[l R ,8] Tenze Sen 6dQ

Para 0 nosso caso, f — 0, portanto

e, assim,
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#oQ*a®
P = 36d
£ =r sen>6dfd¢

_ﬂonaz 1 3,
= Toniec (Zn)3cos 6 0

Encontramos a férmula de Larmor

1oQ%a?
~ 6mc

1 ;-
Sabendo que c? = — e a adequando para 0 n0sso proposito Q — e, temos
oMo

dE e?a?
== 30)
dt 61€,C3
A formula de Larmor é usada para calcular a poténcia total irradiada por uma particula
com carga pontual ndo relativistica a medida que ela acelera, de modo que pode ser definida
também como perda de energia ao longo do tempo, e € muito importante em variados contextos.
Utilizaremos essa equacgdo em nossa deducdo para encontrar a funcdo que descreve a trajetoria

espiral de um elétron em direcdo ao ntcleo no dominio da eletrodindmica classica.
2.4 FUNGAO DE TRAJETORIA DO ELETRON AO NUCLEO

O modelo atbmico de Rutherford é de nosso interesse para deduzir a funcdo que
procuramos. Nele, temos um nucleo positivo e elétrons relativamente distante que estabilizam
0 atomo eletricamente. Iniciamos com a dinamica do atomo de Hidrogénio, onde temos apenas
um elétron orbitando o nucleo. Por conveniéncia, iremos assumir inicialmente uma orbita

estavel, assim como mostra a figura abaixo.
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Figura 5 — Orbita estavel do atomo de Hidrogénio.
Fonte: Adaptado de Beiser (2003, p.124).

Para uma Grbita circular estavel temos como condigdo a igualdade da forca elétrica entre
as particulas e a forca centripeta,

F=F

1 e? mv?

4megr? T
Multiplicando a igualdade por g encontramos:

1 e? mv?

(3D

8mey T 2

A Energia total desse sistema é a soma entre a energia cinética e a energia potencial

elétrica, de modo que

E=K+U

mv? 1 e?

(32)

2 dmteg T

Lembrando que o sinal negativo de U corresponde a escolha de U = 0 quando r — oo,
Aplicando (31) em (32),

- 1 e? 1 e?
- 8mey, v A4mey T
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2

1
E(r)=-
) 8mey 1

Encontramos uma expressdo para a variagdo da energia em funcdo do raio da oOrbita. O
sinal negativo dessa funcdo demonstra que o sistema esta ligado. Dessa forma, temos que a
energia desse sistema estd em funcéo de » = r(t). Vamos entender em que taxa iSSo ocorre,

iniciando pela sua derivada

dE _ d 1 e*\ 1 ¢ 33
dr dr\ 8mey,r ) 8meyr? (33)

A energia total do sistema depende de uma fungdo composta, pois esta em funcdo de
sua variacdo em relagcdo a r e em relagdo ao tempo, de modo que devemos prosseguir com a

regra da cadeia:

dE B dE (dr)
dt ~ dr \dt

Substituindo as equacdes (30) e (33) na expressdo acima, encontramos

dr  e?a® (8mer?\ = 4a’r?
dt  6me,c3\ ez )] 3 (3

Sabendo que existe uma perda de energia pela emissdo de radiacdo, vamos deduzir a
funcéo de oOrbita, ou seja, r(t).

Pela Lei da Dindmica de Newton, F= ma, temos

E, portanto

dr et

dt ~ 12m2ey2m2c3r?
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Para encontrar r(t) devemos integrar a igualdade, de modo que

4
[T - —
12m2€y°mac3

r3 et

= —————t+C
3 12m%2€,2m?c3 +

Considerando a condicéo inicial r(t = 0) = r,, obtemos C = 1,3 /3. Portanto,

3 e4- T'03

= ——t —
3 12m2€y2m?c3 3

Multiplicando a igualdade por trés e a elevando a poténcia de 1/3, encontramos a fungéo

de Orbita

4 1/3
") = ( _"—t) 38

4m2ey,?2m?c3

Assim, vemos que a trajetéria do elétron é uma espiral. A colisdo ocorrera quando a

equacdo (34) zerar, isto é, quando o tempo decorrido for

2, 2.,2,3,.3
_4mTey"mciry

et

Com a funcéo (34), conseguimos demonstrar a trajetoria espiral do elétron em direcéo

ao nucleo:
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w mJ-::-
) —— Trajetoria
@& Elétron
. Micleo
l -
-
[}
E ot
5 01
= e
=)
=)
[}
-1
-2 T T | : |
2 -1 0 | >
Coordenada X %102

Figura 6 — Trajetdria em espiral do elétron em direcéo ao nicleo®.
Fonte: dos autores (2024).

Encontramos a funcgédo (34) que descreve a trajetoria espiral do elétron em direcdo ao
nucleo do atomo de Hidrogénio. Mas, precisamos enfatizar que, tomando o elétron como uma
particula classica, essa colisdo ocorre a medida que sua aceleracao provoca a emissdo de energia
desse sistema. No entanto, o elétron ndo é uma particula classica. As leis da fisica que séo
validas no mundo macroscopico ndo possuem validade no mundo microscépico e, portanto,
atomos nao colapsam.

No inicio do século passado esse foi um tema de intensa discusséao entre os fisicos que
procuravam compreender a estrutura da matéria em sua menor escala. Foi descoberto que,
quanto mais fundamental se investigasse o objeto de estudo, menos as leis do mundo classico
eram eficazes em explicar a natureza. A instabilidade da estrutura atbmica que vimos nessa
secdo foi o principal motivo que afastou os fisicos da teoria atdbmica de Rutherford, mas também
motivou Bohr a apresentar os fundamentos de seu modelo atdbmico a luz do quantum de acéo

de Planck e assim progredir nossa compreensdo da fisica da matéria (Raicik, 2023).

A fisica classica falha em fornecer uma analise significativa da estrutura atbmica
porque aborda a natureza em termos de particulas "puras” e ondas "puras". Na
realidade, particulas e ondas tém muitas propriedades em comum, embora a pequenez
da constante de Planck torne a dualidade onda-particula imperceptivel no
macromundo. A utilidade da fisica classica diminui a medida que a escala dos
fendmenos em estudo diminui, e devemos considerar 0 comportamento de particula

9 Exageramos propositalmente o nimero de voltas da orbita para que o efeito espiral seja evidente.
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das ondas e o comportamento de onda das particulas para entender o atomo. [...] S6
quando considerarmos o0 4&tomo do ponto de vista da mecénica quéntica, que néo faz
concessOes as nogdes intuitivas que adquirimos em nossa vida diaria, encontraremos
uma teoria realmente bem-sucedida do atomo (Beiser, 2003, p.127).

A analogia que sera apresentada nos proximos capitulos € viavel porque as massas
envolvidas sdo macroscopicas e sdo compreendidas classicamente pela teoria da Relatividade
Geral. Veremos que, assim como uma carga elétrica acelerada emite radiagdo eletromagnética,
uma massa acelerada emite radiacdo gravitacional. Diferentemente da refutacdo do modelo
atdbmico de Rutherford, que previa o colapso do atomo de hidrogénio devido a perda de energia
por radiacdo, essa instabilidade de fato ocorre no contexto gravitacional. A coalescéncia de
sistemas binarios ja foi evidenciada desde a década de 1970, sendo a radiacdo gravitacional

observada diretamente em setembro de 2015.
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3. RADIACAO GRAVITACIONAL SEM RELATIVIDADE GERAL

Neste capitulo, temos como objetivo apresentar em profundidade a teoria proposta por
Hilborn (2018) em que relaciona os dominios eletromagnético e gravitacional. Deduzimos o
potencial vetor e o campo equivalentes para o caso gravitacional a partir da analise de um
sistema de binarias coalescentes. A partir disto, apresentamos uma expressdo que descreve a
energia total emitida pelo sistema, que é equivalente a formula de Larmor para este dominio, e
entdo, a funcdo que descreve a trajetoria espiral até a colisdo desses corpos. Com o intuito de
adequar ainda mais a analogia, mostraremos que a funcéo que descreve as trajetorias pode ser
modificada para a trajetéria de apenas um corpo, como sugeriram Nascimento e Cuzinatto
(2022).

Mas, antes, precisamos estabelecer as seguintes modificacdes de equivaléncia nas

expressdes da eletrodinamica para o contexto gravitacional:

Eletrodindmica Gravitacional
! G
4, B
Ho G
A T2
7o (1), t,
P00 = e TETQE) t I)dV m.
oJv |T TQ() ¢G(?,t)=_GZ . _)l
1 Z q; ; |r_rQi(ti)|
~ 4meg — |7 — 70:(t:)]
At = ](YQ(t) tr)
7 —17o(t) m; v (t,)
| Q | AG(T' £) = 22 i\lr (35)
Z lel(tr) ¢ | l(t )l
|r — Ti(t; )l

Tabela 1 — Relacdes de equivaléncia.
Fonte: dos autores (2024).

Os sinais negativos da constante gravitacional G aparecem devido a natureza apenas
atrativa da gravidade. Além disso, nos potenciais escalar e vetor a carga q € substituida pela
massa m, e a densidade de corrente gv é substituida pela corrente de massa mv.

No capitulo anterior, nosso objetivo foi deduzir a funcdo que descreve a trajetdria em

espiral de um elétron até a colisdo com o nucleo dada pela eletrodinamica classica. Procuramos
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apresentar o texto de forma a revisar o conteudo para os professores ja familiarizados com o
tema, mas também com o intuito de aprofundamento dos conteudos trabalhados na disciplina
de eletromagnetismo (fisica basica). E, portanto, encontramos 0s potenciais escalar e vetor por
meio da escolha de calibre mais usual, o calibre de Lorenz.

Neste capitulo, é conveniente trabalharmos com a escolha de calibre de Coulumb. Como
veremos adiante, as ondas gravitacionais sdo ondas transversais e esse calibre nos possibilita
separar a corrente em componentes transversais e longitudinais do potencial vetor. Acontece
gue os campos produzidos pelas componentes longitudinais da corrente sdo proporcionais ao
gradiente da derivada temporal do potencial escalar (Brill e Goodman, 1967; Hilborn, 2018).
Isto é, as componentes longitudinais se eliminam com o gradiente do potencial escalar pela

equacéo

Dessa forma, vamos definir o campo gravitacional que queremos encontrar como sendo

a variacdo temporal das parcelas transversais do potencial vetor, de modo que teremos

- _ aAGtrans
Irad = _T

E importante destacar que poderiamos usar o calibre de Lorenz e conseguiriamos o
mesmo resultado. Como vimos no capitulo anterior, longe da fonte, as contribui¢cdes do
potencial escalar caem com o inverso do quadrado da distancia enquanto os campos de radiacdo

caem com o inverso da distancia, de modo que teriamos apenas as contribuicfes transversais.
3.1 POTENCIAL VETOR E CAMPO GRAVITACIONAL PARA UMA BINARIA
No capitulo dois utilizamos as imagens das figuras 2 e 3 para representar 0s vetores em

relacdo a origem. Iniciamos essa se¢do seguindo da mesma forma. O sistema binario, portanto,

pode ser representado da seguinte maneira:
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Figura 7 — Sistema de coordenadas para uma binaria.
Fonte: adaptado de Nascimento e Cuzinatto (2022).

Na Figura 7, temos a massa m,, Seu respectivo vetor partindo da origem do sistema de
coordenadas ﬁa e sua distancia 7, ao centro de massa ¢m do sistema que esta situado a uma

distancia R da origem. De forma espelhada, os vetores correspondentes a massa m,;,. Vale
ressaltar que o observador se encontra na origem.

Nesse primeiro momento, vamos encontrar uma expressio para R, e R,. Prosseguimos
adaptando nosso problema a Lei dos Cossenos, de modo que obtemos para m, a seguinte

representacéo:

A b c mq T cm

B (¢

Figura 8 — Lei dos cossenos aplicada a binéria.
Fonte: dos autores (2024).
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Sabemos que a Lei dos Cossenos é um teorema fundamental da geometria euclidiana e
que podemos utiliz&-la para encontrar o comprimento de um lado de um tridngulo qualquer.

Para 0 nosso caso, vamos encontrar ¢, de modo que teremos

c? = a? + b? — 2abcosC

c2=a?+b>—-2d-b

Substituindo os termos de nosso problema, obtemos

RS2 =R*+1,2-2R 7

Podemos encontrar uma expressdo ainda mais conveniente dividindo todos esses termos

por R?, assim

Neste momento, é razodvel assumirmos que R > r,, em outras palavras, o observador
se encontra numa distancia muito maior que a distancia entre a massa e o centro de massa do

sistema. Assim, encontramos
1/2

e feon () o (5

Para prosseguir, utilizamos a técnica de expansao binomial. A expansao binomial € uma

1/2

técnica algébrica para expandir expressdes do tipo (a + b)™, onde a e b s&o numeros ou
variaveis, e n € um numero inteiro positivo. O resultado € uma soma de termos que sao
poténcias de a e b multiplicadas por coeficientes binomiais. Essa técnica é muito Gtil para
problemas em que b € muito menor que a, sendo os primeiros termos resultantes da expressao

uma boa aproximacao para 0 nosso caso. Portanto, dada a expanséo binomial
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1+2)"=~14+nz

Obtemos,

=l =1}

Lembrando que R = =, temos

Mantendo os termos que serdo suficientes para nosso proposito, temos

=~
Q
=)}
S

Q

=]
[y
Q
=)
= $

Agora gque encontramos uma expressdo para R, € R, podemos iniciar o trabalho para
encontrarmos as expressdes para o potencial vetor e campo gravitacional para a binéria.
Resgatando a equacéo (35) do inicio do capitulo, temos como potencial vetor para a binaria a

seguinte expressédo

Ao(R 1) = — aPalle) _ Cmoty () 36)
G\ c?Rq(tra) ¢?Ryp (trp)

VVamos expressar as velocidades em termos do centro de massa no tempo retardado:
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At =t t—(t Ra) (t R)—l(R R,) 1(1? )
B o c c] ¢ a’ ™ ¢ Ta

A diferenca apresentada acima pode ser entendida da seguinte forma: o momento (t) em que
houve alteracdes na fonte do problema, foi percebido por observadores distantes apenas em
outro instante de tempo (t,), isto ¢, a informacéo néo é instantanea!

Usando a expanséo na série de Taylor:

o

1d" d
feg = Z f(x)L (x — x0)™ = f(x0) + (x — x0) /()

dx |y,

n! dxm
n=0

Teremos, expandindo ¥, (t — R,/c) sobre o tempo t — R/c, isto é, referente a diferenca que

egncontramos,

Aplicando essas consideracdes em v, e ¥, na equagdo (36), obtemos

.o Gmg,[. RN 1. .. .1 Gmyrl. RN 1,. .. ..
T R YR R

Dadas as grandes distancias do sistema binario ao observador em relacao a distancia das
massas ao centro de massa do sistema, podemos considerar que R = R, = R;,. Assim, fazendo

a distributiva das massas nos termos respectivos, encontramos

> o G L Mg, ~ N G Lo omy . R
Ag(R,t) = T [mava — Ta(R . ra)wzra] - m[mbvb — Tb(R . rb)wzrb]
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Rearranjando para os termos semelhantes,

- - G > - G
Ag(R,t) = —CZ—R[mava +my U] +

2
W Mg~ S\, My .~ S \5
— (R -7y )1, +— (R T r] (37)
B R R+ B (R )
Quando somamos os momentos lineares de cada massa no primeiro termo entre

colchetes, notamos que eles se cancelam por simetria do sistema. Assim, percebemos que o

momento linear liquido de uma binaria é zero, resultando apenas o segundo termo:

2
Ao(Bt) = Tom [t (R 7) + moy (R 7,)] (38)
Neste ponto, é interessante discutir o resultado acima. DistribuicGes de cargas podem
ser entendidas como uma soma de distribuicfes particulares e séo associadas aos multipolos.
Uma particula pontual com carga produz um potencial que decai com o inverso da distancia,
ou seja, 1/r. Sabemos de nossos estudos de eletromagnetismo que podemos chamar essa
particula de monopolo por possuir apenas um sinal de carga a ela atribuido. Sobretudo,
compreendemos que 0 mesmo ocorre quando analisamos a dindmica de duas particulas com
sinais de carga opostos, no caso o dipolo elétrico, cujo potencial decai com 1/r2. Em nivel de
fisica basica, conhecemos em pouca profundidade outras distribuicdes espaciais de particulas
com cargas que também emitem radiacdo, como por exemplo o quadrupolo, onde o potencial
decai com 1/73.
Esses termos séo conhecidos ao realizar a expansao de multipolos pela aproximacéo de
|7 — 7’| daequacdo (12), por exemplo. O primeiro termo cai com o inverso da distancia e resulta

em um escalar constante, a carga Q. O segundo termo que cai com o inverso do quadrado da

distancia, retorna um vetor, o conhecido momento de dipolo p = qcf, onde d ¢ o vetor distancia
entre as cargas. O terceiro termo, que cai com o inverso do cubo da distancia, retorna um vetor
de segunda ordem, também conhecido como tensor de quadrupolo E

No caso eletromagnético, a contribuicdo dominante para produgdo de ondas
eletromagnéticas é atribuida ao dipolo elétrico, pois este é o termo de menor grau em que surge
um momento que varia no tempo. Ao contrario do que o senso comum pode nos levar a
entender, duas particulas com carga gravitacional e que formam uma relagao de “dipolo
gravitacional”, ndo possuem este termo como dominante para a producdo de ondas

gravitacionais.
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O mesmo procedimento de expansdo de multipolos pode ser feito para o dominio
gravitacional, onde Q — M. Neste caso, 0 segundo termo da expansdo resulta em um momento
constante, pois como adiantamos, a conservagdo do momento elimina as componentes analogas
por simetria. Portanto, o termo dominante para o caso gravitacional vem do momento de
quadrupolo®®.

Podemos adequar ainda mais a equacéo (38) se relacionarmos 7, e 7, com 0 centro de

massa do sistema. Como pode ser visto em (Moyses, p.151),

- -
myr 5 mg,r
mg + my

De forma que teremos

I Gw? [ mymy7 mpy? . mgmp? meg? .
AG(R,t)= a''th b B+ a''th a P
c3R |my + my \m, + my, m, + my \my, +my,

Gw? mym,
c3R (mg + my)?

ja(ﬁ, t) = (mg +mp)[F(R - 7)]

Definindo a massa total do sistema como M = m, + m, en = % , encontramos
a b
I GnMw? .
Ag(R,t) = T [(R 7)) (39)

A combinacgdo nM é a massa reduzida do sistema e € muito interessante destacar que ela
aparece naturalmente no contexto em que estamos trabalhando. Mais adiante, utilizaremos seu
conceito para adequar a nossa analogia entre o eletromagnetismo e a gravitagéo.

Podemos deixar a equacdo para o potencial vetor em um formato ainda mais
transparente. Primeiro, vamos lembrar de algumas defini¢cdes que sdo trabalhadas na formagéo

inicial de todo professor de fisica. Consideremos a representacéo a seguir:

10 N3o é interessante para 0 nosso proposito apresentar as deducdes referentes a expansdo de multipolos, mas
sugerimos a leitura de Schutz (1984) onde sdo apresentadas explicitamente.
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Figura 9 — Representa¢do para a frequéncia angular.
Fonte: dos autores (2024).

Sabemos que podemos definir a variagdo do angulo da figura acima como sendo o produto entre

a frequéncia angular e o tempo:
AO = wt

Além disso, o raio do sistema orbital, ou seja, a distancia da massa ao eixo de rotacdo, pode ser

definido como
7 = rcosOX + rsenfy 40)
Unindo as duas expressdes, ficamos com
7 = rcos(wt)X + rsen(wt)y
Aplicando essas consideragdes na equacao (39), encontramos

GnMw?

A)G(ﬁ’ t) = c3R

rz[(cos(a)tR)a? + sen(th)f/)(I? - (cos(wtgp)x + sen(a)tR)}?)]
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Por conveniéncia, vamos tomar como referéncia o versor X do plano orbital xy (ver figura 9),
de modo que o angulo entre o versor que indica a direcdo do observador R e o versor de
referéncia y ndo possui relevancia para nossos propositos. Assim, realizando a distributiva do

termo restante entre colchetes,

GnMw?r?

R [cos?(wtg)X + cos(wtg)sen(wtg)P](R - X)

A)G(ﬁ, t) =

Podemos reescrever a expressdo acima se considerarmos as seguintes identidades

trigonométricas:

1+ cos (26 sen(260
cos?(0) = % ; cos (B)sen(0) = +)
Ajustando-as a expressao, encontramos
I GnM w?r? "
AG(R, t) = 7720—3R [(1+ cosRwtg))x + sen(2wtg) V(R - X) (41)

E importante destacar que os termos que sdo dependentes do tempo oscilam duas vezes
a frequéncia angular orbital. Em outras palavras, o0 campo de ondas gravitacionais oscila com o
dobro da frequéncia orbital da binaria, 0 que é caracteristico da radiacdo de quadrupolo
(Hilborn, 2018, p. 190; Horvath, 2022, p.207).

Para expressar 0 potencial vetor em coordenadas transversais relativa a dire¢do do
observador, precisamos fazer a troca para coordenadas esféricas, isto &, (%,9,2) - (R, 8, $).
Apesar de ser um pouco laboriosa, é interessante apresentarmos sua dedu¢do aqui. Iniciamos
extrapolando o sistema da figura 9 para um sistema em trés coordenadas, de modo que o vetor
7 se preserva, bem como seu plano xy coincida com o plano 9. Em outras palavras, o plano
orbital da binaria esta representado no plano xy da figura abaixo e o observador se encontra no

sentido de R.
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Figura 10 — Representacdo sistema de coordenada esféricas.
Fonte: adaptado de Machado (2000, p.52).

Na figura 10 temos que 0s vetores unitarios 8 e ¢ orientam-se na direcéo tangencial de
abertura dos angulos entre os eixos correspondentes. Como ressaltado anteriormente,

escolhnemos como referéncia o versor X do plano orbital. Assim, podemos extrair as

coordenadas do sistema

. x = Rsenfcos¢
R ={y = Rsenfseng
z = Rcos0

onde R = x® + yJ + z2, ou seja,

R= Rsenfcos¢pX + Rsenfsengy + RcosbOZ

, temos

x|y

Lembrando que R =

_ Rsenfcos¢px + RsenfOsengy + RcosbO2Z
JR%sen?6cos?¢ + R2sen?fsen?¢p + R%cos26

~
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Ou ainda

senfcos¢pX + senfsengy + cosbz
Jsen?0(cos2¢ + sen?¢) + cos?6

R =

Podemos usar a identidade cos?a + sen?a = 1, portanto

~

R = senfcospx + senfsendy + cosbz

Para determinar 8 devemos tomar a derivada de R, de modo que:

0 = — = cosfcosdx + cosfsengy — senfz

De modo semelhante, devemos tomar a derivada de 7 para determinar ¢. Sabendo que

7 = rf, ouseja, 7 = xX + yJy + zZ, temos que
7 = cospx + sengy + 0k

Portanto,

~ 0f - R
0] =90 sengX + cos¢py

Reunindo os vetores unitarios que encontramos,

R = senfcospx + senBsengy + cosf2
0 = cosOcospx + cosfsengy — senhz
¢ = — sendx + cos¢py

Identificando as componentes, temos

% = senfcosdR + cosOcosp — sendp
9 = senfsendR + cosOsendd + cospp
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Como escolhemos os termos nos referenciando em X, vamos optar por ¢ = 0 de modo

que podemos focar apenas nos termos transversais 8 e ¢. Assim, encontramos

enbR + cos60
y=¢

=
Il

Da equagio (41), temos ainda que resolver R - . Analisando a figura 10, podemos ver

que
R - % = senfcos¢ = senf
Aplicando essas alterac@es na equacéo (41), ficamos com

S GnM w?r? . ~ -~
Atrans = 7720—3R [(senHR + 60590)(1 + cos(Rwtg)) + sen(Zth)q.’)]senG
Lembrando que estamos interessados nas componentes transversais, portanto podemos

ignorar senR. Assim,

GnM w?r?

T sen@[cos@(l + cos(Rwty)) 6 + sen(Zth)g'B] (42)

A)trans (ﬁ' t) =

Este ¢ o potencial vetor gravitacional de binarias adequado para coordenadas
transversais que estamos interessados. Para obter o campo gravitacional de radiagédo

correspondente a binéria, lembramos da defini¢do que estabelecemos no inicio do capitulo:

> _ aAGtrans
Yrad = _T

Desta forma, precisamos derivar a equacao (42). Para o primeiro termo, encontramos

0 ~ ~
a[(seanochos(Zth))]H = —wsen(20)sen(2wty)0o
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E para o outro termo,

%[sengsen(Za)tR)]¢3 = w2sen(8)cosLwtg)P

Reunindo esses resultados, encontramos

. GnMw?r? . -
graa = =~ 3p— [—wsen(20)sen(2wtg)d + w2sen(B)cosLwtg)P]
E, portanto
. GnMw3r? ~ -
Graa = —5 5 [sen(20)sen(2wtg)8 — 2sen(6) cosRwtg) P|

Que é o campo de radiacdo gravitacional para binarias. Podemos ainda, expressar este

campo em termos da terceira Lei de Kepler:

w? =— (43)

Assim,

R n(GM)>/? - -
Grad = 2C3R—W [sen(20)sen(2wtg)8 — 2sen(8)cos(2wtg) @]
GM 5/30)5/3 R R
Jrad = n 22:3R [sen(ZB)sen(Zth)G - ZSen(G)cos(Zth)¢] (44)

Nessa equacdo temos algo muito interessante para a compreensdo de ondas
gravitacionais. Em nossas primeiras aulas de ondulatéria na graduagdo, aprendemos que uma
funcédo de propagacdo de onda € criada pelo produto de dois termos: um termo de amplitude e
outro termo oscilatério. A equacdo para o campo de radiacdo gravitacional da binaria que
encontramos também apresenta isso, onde vale destacar que o termo de amplitude depende

unicamente da frequéncia orbital w do sistema. Ou seja, conforme a distancia entre as estrelas



70

que compdem a binaria diminui, sua frequéncia orbital aumenta juntamente com sua amplitude.
Mais tarde, precisaremos dessa nocéo para a compreensdo dos graficos gerados pelas detec¢des
de ondas gravitacionais.

3.2 POTENCIA TOTAL EMITIDA PELA BINARIA

No capitulo anterior, manipulamos o vetor de Poynting para encontrar a formula de

Larmor, onde passamos pela seguinte expressao

-2t E2R(t,)
" HoC "

Adaptando-a para o proposito estabelecido no inicio deste capitulo, € mais interessante

que utilizemos a nocao da média do fluxo de energia por unidade de tempo, logo,

> Cc 5 2 A
<SG) = ﬁ(grad >R(tr)

Tomando o quadrado do campo que encontramos na equacdo (44), o vetor de Poynting fica
- c 5 5
<SG) = ﬁ(grad ’ grad)
E, portanto, temos

. G(MM)*wor*
G = % [sen?(20)sen?(2wtg) + 4sen?(0)cos?(Lwtg)]

Podemos usar {cos?(2wtg)) = (sen?2wtg)) = 1/2, pois essa média é para um angulo
que varia de zero a 2m. Isso significa que, ao calcular seno e cosseno para todos os valores
possiveis do &ngulo nesse intervalo e tirar a média desses valores, o resultado serd 1/2 (Rybicki
e Lightman, 1985). Teremos, portanto
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. G(MM)%w®r* 5
=————[sen?(20) + 4sen?(6
¢ =g gspr sen*(26) ©)]
Da mesma forma que fizemos para a eletrodindmica, devemos integrar a equagdo acima
sobre uma superficie esférica de raio R e entdo teremos a poténcia total emitida pela binaria.

Portanto, resgatando a equagéo

E a adequando para o nosso propdsito, temos

G(MM)%wor*
jEOP(tT) =yt i[sen2 (20) + 4sen?(0)]dQ
Lembrando que dQ) = senfd6fd¢
T 27T 641
j [sen?(260) + 4sen?(0)]senBdl | d¢ = =
0 0

A integral acima é mais laboriosa que a do caso eletromagnético, em virtude disso,

disponibilizamos sua resolugdo no Apéndice. Temos como solugéo

_dE_ GM)’wtr*6d4n  2G(mMM)*wCr?
7 dt~  32mc> 5 5 c5
dE G(MM)?wor*
oy
dt c®

(45)

E importante pontuar que a equagio (45) difere da teoria da Relatividade Geral
linearizada apenas pelo fator numérico, isto €, encontramos N = 2/5, enquanto na Relatividade
Geral este fator € N = 32/5 (Hilborn, 2018).

Além disso, Nascimento e Cuzinatto (2022, p.13) também encontram uma expressao
semelhante a (44) por meio de analise dimensional, mas destacam que “ndo [conhecem] uma
forma de determinar a constante [N] com base na fisica bésica da graduagdo sem empregar a

Relatividade Geral [...]”, e entdo utilizam o mesmo valor numérico deduzido por esta teoria.
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Destacamos isso pois, embora nos aprofundemos um pouco na eletrodindmica, o trabalho
desenvolvido por Hilborn (2018) possibilita que trabalhemos noc¢des da fisica de ondas
gravitacionais sem a Relatividade Geral na formacdo de professores de fisica pelo emprego de
uma teoria solida e, por isso, pode contribuir com sua aprendizagem por meio de diversas
possibilidades de ensino.

No capitulo a seguir, apresentamos a abordagem didatica que desenvolvemos para ser

aplicada a licenciatura em fisica.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Como discutimos anteriormente, na analogia eletromagnética, a producdo de ondas
gravitacionais ocorre por meio da dindmica de massas que fazem oscilar o momento de
quadrupolo do sistema binario. Neste capitulo, temos como objetivo apresentar nossa analogia
entre a eletrodindmica e a gravitagdo centrada em seu ensino na formacao inicial de professores
de fisica. Iremos deduzir uma funcdo que descreve a trajetoria espiral de buracos negros
coalescentes de forma muito semelhante aquela que foi desenvolvida no segundo capitulo desse
trabalho.

Além disso, mostraremos algumas caracteristicas das ondas gravitacionais que
conseguimos obter relacionando a teoria que vimos de Hilborn (2018), o trabalho desenvolvido
por Nascimento e Cuzinatto (2022) e os dados da primeira deteccdo de ondas gravitacionais
(Abbott et al., 2016), como por exemplo, a massa de Chirp do sistema, a massa total da binéria,
as massas individuais, a massa irradiada e o raio inicial até a colisdo dos buracos negros. Ao
final, sintetizamos nossa proposta em uma sequéncia didatica e a analisamos sob a ética das
regras da transposicdo didatica apresentadas no capitulo 1, discutindo as possibilidades e
desafios das ondas gravitacionais tornarem-se um objeto a ser ensinado por meio da analogia

entre a eletrodindmica e a gravitagéo.

4.1 FUNCAO DAS TRAJETORIAS ESPIRAIS DA BINARIA

De forma muito semelhante a deducdo da fungdo de trajetdria espiral no caso
eletromagnético que mostramos no capitulo 2, onde obtivemos a funcdo (34), apresentamos
nessa secao a deducdo dessa funcdo analoga para o dominio gravitacional. Vale destacar que
Hilborn (2018) também encontrou essa funcdo por dedugdes semelhantes a que abordaremos
aqui.

Iniciamos estabelecendo o sistema conforme a figura 11:
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Figura 11 — Orbitas da binaria
Fonte: adaptado de Horvath (2022, p.207).

Onde consideramos a massa m;, mais proxima do centro de massa e a massa m, em uma Orbita
maior. Referente a analogia, destacamos que m, € equivalente ao elétron e m,, ao préton para
0 caso da eletrodindmica classica. Por este motivo, vamos aproximar a massa m;, ao centro de
massa do sistema, de modo que sua velocidade orbital ndo seja nula. Fazendo isso, vamos
considerar uma Orbita circular estavel para m,, ou seja, da mesma forma que desenvolvemos
no dominio eletromagnético, devemos igualar a forca atrativa, neste caso a for¢a gravitacional

entre as massas, € a forca centripeta exercida sobre m,:

R=F
G mgmy 7”(177(12
r2 o,
Assim, temos para a velocidade de m,
myp

2
v, = G—,
a r2 'a

Como definimos r, no capitulo 3, o substituimos nessa expressao, resultando

v 2 _ Gmb myr
a T2 ma+mb

2
2 _ mp

= G—
Va (ma + mb)r

Existindo uma expressdo equivalente para a massa m;. De posse dessa expressao, podemos

calcular a energia mecanica total do sistema binario,



76

1 1 mgmy
Epmec = E"lava2 + E‘rnbvb2 -G ar
1 mp? 1 mg? mgmy
Epee = =g |6 ——2——| +2m, |G -
mec @ [ (mg + mb)rl 2P [ (mg + my)r r
E _ mbzma mazmb mqMp
mee T T 2r(mg +my,) 2r(mg + my) T

Fatorando os termos de energia cinética, a expressao acima pode ser simplificada. Temos,

mgmy
2r(mg + my)
mgmy G mgmy

mgm
(mg +myp) — G —= i

Emec =

E =G
mec o "

mgmy
2r

Emec(r) = =G (46)

Conforme o sistema binério irradia energia em forma de ondas gravitacionais, a energia
mecanica diminui (devido ao sinal negativo), o que resulta na diminuicao da distancia entre as
massas. Isso também significa, pela equacédo (44), que a frequéncia orbital do sistema aumenta.

Para entender como a taxa em que essa energia varia conforme a distancia r entre as

massas diminui, derivamos a funcéao (46)

dE.d ( mamb) _ mgmy
dr  dr 2r /7 2r?
Tal como no eletromagnetismo, podemos obter a taxa de variagdo temporal da energia,

dE B dE (dr)
dt  dr \dt

dt cS

(47)

dr GCM)?w®r* [ 2r? 2Nn(GM)3
praaiatl =

Gm,m,
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Podemos reescrever a equagdo acima em termos do raio de Schwarzschild, que pode ser
definido como a fronteira além da qual nada pode escapar da atracdo gravitacional, nem mesmo

aluz:

_ 2GM (48)

onde M = m, + m,. Dessa forma, r; corresponde a soma dos raios de Schwarzschild das

massas individuais. Manipulando a equacéo (48), obtemos

cri®  (GM)?
8 ¢S

Substituindo na equacéo (47), temos
dr Nnc 13
(= 49
dt 4 (r) (49)

Essa expressdo coloca o raio de Schwarzschild como escala de varia¢do da distancia
entre as massas, isto €, conforme r — r, a taxa de variacao da distancia entre as massas aumenta
dramaticamente. Pela Relatividade Geral, nos instantes finais da coalescéncia, as massas
alcancam velocidades orbitais dentro de um regime relativistico (Hilborn, 2018), o que ndo é
verdade para a teoria que estamos trabalhando aqui.'! Em outras palavras, a teoria desenvolvida
por Hilborn (2018) nos elucida a dindmica de coalescéncia de uma binaria em espiral até o
momento em que as massas se tocam (pois consideramos a soma dos raios de Schwarzschild
das massas individuais) e, sabendo que esta € uma teoria para fins didaticos do fenémeno,
consideramos uma boa aproximagao.

Com isso, podemos integrar a equacao (49) e encontrar a fungéo:

N 3
fr3dr=—J%dt

11O proéprio trabalho de Hilborn (2018) mostra uma sobreposicdo dos gréaficos gerados pela teoria da relatividade
geral numérica e da teoria que desenvolvera, mostrando que ha uma conversao entre as teorias no inicio da
coalescéncia, mas no momento em que a amplitude de oscilacao inicia uma ascensdo abrupta (o conhecido chirp)
do sinal obtido pelo Ligo-Virgo do evento GW150914, esta teoria ndo é tdo adequada quanto a teoria da
relatividade geral (ver figura 14).
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r4 Nncrg3

= t+C
4 4

4
Definindo a constante de integracdo como % onde 1y, corresponde a distancia entre as massas

quando t = 0,

r Nner® 1t

= t
4 4 4

Multiplicando a igualdade por quatro e a elevando a poténcia de 1/4, encontramos

r(t) = (r* — Nner )4 (50)

Para fins didaticos, € interessante notar a semelhanca, ndo apenas das equacdes (34) e
(50), mas também de suas préprias resolucbes. Notamos também que para 0 caso
eletromagnético, temos uma funcdo de ordem trés e, para o caso gravitacional, quatro. 1sso se
deve a natureza quadrupolar da radiacdo gravitacional, como comentamos anteriormente.

De posse da funcdo (50), podemos visualizar as trajetorias espirais da binaria em torno
do centro de massa. Apenas para fins de ilustracdo, € melhor que mostremos a funcéo plotada

com o resultado relativistico N = 32/5:

x10°
9.0
4.5
E
-
S 0.0
o
4]
[=]
o
-4.5 -
_9.0 T T T T T
-9.0 —4.5 0.0 4.5 9.0
Posicdo X (m) x105°

Figura 12 — Trajetorias coalescentes da binaria.
Fonte: dos autores (2024).
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Chamamos m, de BN1 (referente a Buraco Negro 1) e m,;, de BN2 (Buraco Negro 2).
Como a teoria de Hilborn (2018) deduz um fator numérico de N = 2/5, € interessante
que apresentamos essa comparacao. Para visualizar a diferenga mais facilmente, mantemos a

escala, mas reduzimos a quantidade de voltas da binaria, de modo que teremos:

%105 x10°
9.0
— BN1 — BN1
— BN2 — BN2
4.5 1
E
>
S 001
o
@
o
a
—-4.5
-9.0 T T T T T T T T T T
-9.0 -4.5 0.0 4.5 9.0 -9.0 -4.5 0.0 4.5 9.0
Posigao X (m) x10° Posigao X (m) x10°
(a) (b)

Figura 13 — Comparac&o entre a coalescéncia da binaria utilizando () N = 32/5¢e (b) N = 2/5.
Fonte: dos autores (2024).

Os dados utilizados para criar estes gréaficos serdo deduzidos nas proximas secoes.

Com a figura 13 fica evidente que a utilizacdo do fator numérico extraido das solucGes
da relatividade geral adequa mais precisamente a teoria ao que de fato € observado na
coalescéncia de uma binaria. Podemos notar que no inicio da 6rbita, a utilizacdo de ambos os
fatores numéricos satisfaz a mesma trajetoria para as massas.

Além disso, quando analisamos a comparacao entre o modelo desenvolvido por Hilborn
(2018) e 0 modelo oriundo da relatividade geral para o sinal detectado do evento GW150914

(vide figura 17), podemos ver em que momento as teorias divergem.
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strain

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
time (sec)

Figura 14 — Comparagdo entre o célculo numérico da relatividade geral do sinal de deformagdo LIGO-VIRGO
(curva fina) e 0 modelo desenvolvido por Hilborn (2018) (curva grossa) para N = 32/5.
Fonte: Hilborn (2018, p.195).

A concordancia entre as teorias nos momentos iniciais da coalescéncia é surpreendente,
considerando principalmente as potencialidades didaticas da teoria de Hilborn. Elas divergem
apenas nos milissegundos finais da detecéo, onde ocorrem o merger e 0 momento de ring-down
(vide figura 18).

Da mesma maneira que no caso eletromagnético, podemos estimar o tempo de colisao
entre as massas manipulando a equacéo (50), de modo que teremos

0%

t=——
Nncr3

Com o intuito de tornar a analogia ainda mais proxima entre o sistema do caso
gravitacional ao caso eletromagnético, podemos recorrer a uma particularidade de problemas
que trabalham com a massa reduzida. E possivel, como apontam Nussenzveig (2002, p.217) e
Nascimento e Cuzinatto (2022, p.09), reduzir o sistema de duas particulas a um sistema de uma
Unica particula ficticia de massa igual a massa reduzida. Desta forma, teremos uma Unica

particula orbitando o centro de massa, como mostra a figura 15:
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Figura 15 — Trajetoria espiral da massa reduzida em direcdo ao centro de massa, utilizando N = 32/5.

Fonte: dos autores (2024).

Reiteramos a semelhanca da figura 15 com a figura 6 do caso eletromagnético. A massa
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reduzida possibilita, portanto, uma aproximacao teérica e visual significativa da proposta de

analogia que estamos apresentando nesse trabalho, e sabemos que isso pode ser importante para

0 contexto didatico, como veremos mais profundamente ao analisar essa proposta pela Otica da

teoria da transposicdo didatica.

Para fins comparativos, vejamos como essa 6rbita se comporta com N = 32/5e N =

2/5. Novamente, mantemos a escala, mas reduzimos o numero de voltas para facilitar a

visualizacéo:

5
2.0 *x10

x10°

—— BN1

4.5

0.0 1

Posi¢ao Y (m)

—-4.5 4

—— BN1

-9.0
-9.0 —-4.5 0.0 4.5 9.0

Posigao X (m) x10°%

(@)

-92.0

—-4.5

0.0 4.5

Posigao X (m)

(b)

9.0
x10°

Figura 16 — Comparacdo entre a trajetoria da massa reduzida utilizando (a) N = 32/5e (b) N = 2/5.

Fonte: dos autores (2024).
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De modo semelhante e esperado, temos que as trajetdrias coincidem no inicio da érbita.

E claro que a teoria de Hilborn (2018) s6 fora desenvolvida ap6s as confirmacdes
empiricas das ondas gravitacionais. Mas € importante lembrar que antes mesmo do
desenvolvimento da teoria da relatividade geral de Einstein, que é uma teoria tensorial e que
permitiu tais detecc@es, as ondas gravitacionais foram discutidas por fisicos como Heaviside e
Poincaré por meio de analogias com o eletromagnetismo, que por sua vez é uma teoria vetorial
(Hilborn, 2018; Garcia e Camillo, 2022). Justamente por possuir um grau diferente de
interpretacdo da gravidade, a teoria da relatividade geral nos fornece caracteristicas e
interpretacdes de fendmenos que, de forma geral, s6 serdo superadas por uma teoria que 0s
contemple e também nos dé novas predi¢Bes que sejam empiricamente confirmadas.

Portanto, percebemos que a escolha do fator numérico para a equacdo (44) é
determinante para termos uma maior precisdo da analogia. Desta forma, nos assegurando que
saibamos dessa diferenca, ndo vemos problemas em utilizar o fator numérico previsto pela
teoria da relatividade geral (N = 32/5), ao invés do valor deduzido pela teoria de Hilborn (N =
2/5).

Encontramos, com a figura 15, uma representacdo para a orbita de uma particula ficticia
com a massa reduzida em relagéo ao centro de massa. A partir da func¢éo (50), conseguimos
demonstrar algumas caracteristicas do sistema binario coalescente e da radiacdo gravitacional

por ele emitida.

4.2 CARACTERISTICAS OBTIDAS A PARTIR DA FUNCAO

Nesta secdo, nos dedicamos a encontrar algumas caracteristicas da radiacéo
gravitacional emitida pelo sistema binario, bem como de sua propria dindmica. Comentamos,
na secdo anterior, que os dados utilizados para realizacdo dos graficos apresentados seriam
deduzidos aqui e, desta forma, mostraremos que tais dedugdes convergem tanto com a teoria
desenvolvida por Hilborn (2018), quanto pelo trabalho desenvolvido por Nascimento e
Cuzinatto (2022).

Em especial, como mencionamos no capitulo 1, Nascimento e Cuzinatto (2022)
extrapolam suas deducgdes e comparam seus resultados as dez primeiras detecgdes divulgadas
pela Colaboracdo LIGO-Virgo, entre 11 de fevereiro de 2016 (data de anuncio da descoberta),
até 20 de junho de 2020. Uma vez que estes autores ja realizaram esse levantamento, iremos

mostrar que podemos associar o seu trabalho a teoria desenvolvida por Hilborn (2018), de modo
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que os resultados obtidos a partir dessa analogia também convergem em ordem de grandeza aos
dados da primeira detecc¢do, o evento GW150914*2, publicado por Abbott et al., (2016).

Neste sentido, € necessario apresentarmos os graficos que correspondem a essa
deteccdo, pois deles extraimos apenas uma informacdo importante para compreender algumas
das caracteristicas mais significativas das ondas gravitacionais A seguir, a figura da primeira

deteccdo de ondas gravitacionais:

Hanford, Washington (H1) Livingston, Louisiana (L1)

T T T T T T T T
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Figura 17 — A deteccdo ocorrera em dois instrumentos interferométricos: o da esquerda situado em Hanford,
Washington (H1), e o da direita em Livingston, Lousiana (L1). Na primeira linha temos as deteccGes realizadas
por cada um destes instrumentos, sendo que em L1 temos a sobreposi¢do com o dado obtido por H1, onde fora
necessario um pequeno desvio para compensar o tempo de deteccdo em cada instrumento e invertido devido as
diferentes posi¢des de instalacdo dos observatorios. Na segunda linha temos o Strain, demonstrando que, em
ambos os observatdrios, os resultados previstos pela relatividade geral numérica coincidiram com as deteccoes.
Na terceira linha essa coincidéncia fica mais evidente, pois temos a diferenca entre os dados obtidos (primeira
linha) e os dados previstos (segunda linha), mostrando que em ambos os detectores ela oscila em zero. Na quarta
linha temos os graficos da frequéncia pelo tempo, mostrando que ela aumenta drasticamente.

Fonte: Abbott et al., (2016) e Nascimento e Cuzinatto (2022).

12 Como colocam Nascimento e Cuzinatto (2022): GW ¢é referente a ondas gravitacionais, em inglés. Os nimeros
sdo referentes a data da detec¢do do evento no formato de data americano, isto é, para nos, 14 de setembro de 2015.
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Na sequéncia, utilizamos uma parte das deducdes realizadas por Nascimento e Cuzinatto
(2022) integrando-as, quando necessario, as dedugdes que Hilborn (2018) realizara.
Mostraremos que tais dedugdes possibilitam que utilizemos os dados da figura 17 para encontrar

grandezas significativas para a compreensdo de ondas gravitacionais.

4.2.1 MASSA DE CHIRP

Uma das caracteristicas mais comentadas quando iniciamos os estudos sobre ondas
gravitacionais é a massa de chirp. Como colocam Nascimento e Cuzinatto (2022, p.14), ela
consiste “no aumento da frequéncia angular na coalescéncia de buracos negros [que] aparece
como o aumento de frequéncia da onda gravitacional, indicado pelo arco luminoso nos painéis
inferiores da figura [17]”. Para deduzi-la, podemos tomar a derivada temporal da terceira lei de

Kepler (43), de modo que teremos

. 3VGM
i T
Temos 1 pela equacdo (47), portanto
_ VGM (Nn(GM)?3
W=3"53\" 5,3

Ou entdo

. 3Nn(GM)"/*
W =" 51172

Para facilitar as deducgdes, faremos a seguinte fatoragéo:

~ 3Nn(GM)S3(GM)M/°
w = c5711/2

E entdo, adequamos a frequéncia angular da lei de Kepler de modo que temos
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(GM)11/6

11/3 _
w =
r11/2

Assim, teremos elevando a igualdade por 3/5

( o )3/5 <3N77(GM)5/3>3/5

wll/3 5
3/5 3/5
(a’)a)‘“/3)3/5 _3 S(Np)*/5GM
C3
Encontramos, portanto
3/5 Sy -11/3)3/5 51
(Nn)*/°M = 3375C (a)cu ) (51)

Onde 13/5M representa a massa de chirp, que é a equacdo encontrada por Hilborn (2018, p.192).
E interessante notar que essa expressao depende apenas da frequéncia orbital w do sistema.

Com um pouco de manipulacdo algébrica, podemos ver que a equacao (51) é a mesma
equacdo encontrada por meio de fisica basica pelos autores Nascimento e Cuzinatto (2022,
p.13):

(mymy)?/> 3 (=113 dow\>/®
(mg +my)t/5 E( 3N E)

3 <w—11/3 da)>3/5

M=— —
3N dt

c (52)

3/5 . . . ,
Onde M = Za™)__ ¢ 4 massa de chirp. O Unico ponto de diferenca é que estes autores

(mg+mp)1/5
utilizam a ao invés de N, mas ambos possuem o mesmo significado, sendo apenas um fator
numerico.
Podemos deixar a expressao (52) em uma forma mais transparente em termos das
deteccOes realizadas pela colaboracdo LIGO-VIRGO, especialmente a GW150914 exposta na

figura 17. Iniciamos ressaltando o que colocam Nascimento e Cuzinatto (2022) sobre o periodo
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para um sistema binario. Neste caso, ao invés de termos a famigerada expressao T = 2m/w

para o periodo de uma particula, temos

Pois, em um sistema binario, as massas atingem as mesmas configuracdes iniciais ap6s meia

volta de cada uma das massas. Assim, podemos fazer

do _df
dt  de

Substituindo na equacéo (52), encontramos

M= f(”_w 1173 ﬂ)m (53)
G\ 3N dt

Essa equacdo para a massa de chirp € idéntica a equacdo presente no trabalho da

primeira deteccdo de ondas gravitacionais, para N = 32/5 (Abbott et al., 2016). Com ela,

vemos que a massa de chirp pode ser definida apenas pela frequéncia que podemos extrair

diretamente dos dados de detec¢do. Para mostrar como podemos fazer isso, iniciamos tomando

como condicdes iniciais:

(osich

Integraremos a equacéo (53) desde t,, que corresponde ao tempo inicial do movimento
espiral até a coalescéncia, onde podemos extrair f; da quarta linha da figura 17, até 0 momento
t,, que corresponde a um tempo arbitrario de uma frequéncia f, (Nascimento e Cuzinatto,
2022).

Manipulando a equacéo (53), agrupando os termos de frequéncia e elevando a igualdade
a5/3:

5/3

_1134f G
f 11/3E — 3NT[8/3 (C_gM)
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E ent&o, integrando os lados com as respectivas condigdes iniciais,

f2 G 5/3 ,t2
FrUBGF = 3NT/3 (C—3M> dt

f1 t1

temos

3/ 1 1 G\
sl ) e (52)

Definindo T = t, — t;, encontramos

1 1 (GM)3
5T s s Nt = 1
fi f2

A massa de chirp M pode ser encontrada se elevarmos a igualdade a 3/5,

1 1 \*° G\
<T/3—T/3> = <8N”8/3—5 T)
1 f2 ¢

1] 5 1 1 \*°
M = EISNTL’8/3T <f18/3 _f28/3>l

Uma vez que f; € a frequéncia que corresponde ao inicio do mergulho em espiral das
massas ao centro de massa do sistema, f, representa uma frequéncia apds um tempo . Como

f2 > f1, é razoavel que consideremos f, — oo, portanto, a equagdo acima fica

1 C5 3/5
I _ 54
M G [8N7T8/3Tf18/3l (54)

Encontramos uma equacéo bastante simples que mostra a possibilidade de encontrarmos

a massa de chirp de um sistema binario apenas determinando o tempo 7 e a frequéncia f;, que
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podem ser obtidos por meio da quarta linha dos graficos da figura 17 (Nascimento e Cuzinatto,

2022). Na préxima subsecdo, veremos uma possibilidade para calcular a massa total da binaria.
4.2.2 MASSA TOTAL DA BINARIA

Podemos encontrar a massa total do sistema binario manipulando a terceira lei de Kepler

com o raio de Schwarzschild:

Onde M é a massa total do sistema binario M = m, + m;. Relacionando as equacdes, temos

6
2 C

~ 8(GM)?

C6
Y= 8(Gm)?

C3

w =
V8GM

Isolando a massa total do sistema M, encontramos

C3

M =
V8Gw

Lembrando que, para o sistema binario, w = mf, portanto

1 3
My = ———— 55
tot 7Z'\/§ch ( )

Onde definimos f = f, que corresponde a frequéncia de chirp.
Novamente temos uma equacao bastante simples em que podemos extrair a frequéncia

de chirp diretamente dos dados da quarta linha da figura 17. Seu significado refere-se ao



89

méaximo valor identificado pelo arco luminoso deste grafico, que ocorre entre 0,40 e 0,45

segundos da coalescéncia (Nascimento e Cuzinatto, 2022).
4.2.3 MASSAS INDIVIDUAIS

Iremos deduzir as massas individuais do sistema por meio da alternativa desenvolvida
por Nascimento e Cuzinatto (2022). Relacionando as equagdes que encontramos para a massa

de chirp (52) e a massa total do sistema, temos

Moy = mg +my,
_ (mgmy)?/ (56)
B (mg + mb)l/s

Isolando m,, na primeira equacao, teremos
my = Myoe — Mg
E a segunda equacéo fica

[ma (Mtot - ma)]3/5
(Mtot)1/5

Como nao temos solucdo analitica dessa equagdo, buscaremos um método alternativo
para encontrar as massas individuais. Comecamos propondo que a massa m,; possui uma

parcela ¢ da massa total M,,; do sistema, de modo que teremos

my = {Mio; (57)

ou seja, my < M;,:, pois 0 < & < 1. Aplicando (57) na primeira equagdo do sistema (56),

temos para m,

Mo = mg + EMypr
mg = 1\/Itot(1 - 'S) (58)



Substituindo (57) e (58) na segunda equacéo do sistema de (56), encontramos

(Mtot(l - S;)S;Mtot)s/s

M= Mo (1= ) + M) /5

Podemos simplificar a equacdo acima elevando a igualdade a poténcia de 5/3:

(Meor)?6(1 =)
(Moe)'/?

M3 = (Myor)¥*§(1 =)

M5/3 —

De modo que teremos

Ou entdo
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Que é uma equacdo do segundo grau em que podemos resolver por meio da formula de

Bhaskara. Assim,

wlut

N =

f=3+ 3~ i)

Temos interesse apenas no sinal negativo de sua solucdo. Para que o argumento da raiz seja

positivo, e por isso, seja real, devemos ter

Ou entdo
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M < 1
Mior — 4373

M < 0,44M,,, (60)

A equacéo (60) mostra que precisamos estimar corretamente os valores de t, f; e f. por
meio dos dados observacionais para respeitar este vinculo, caso contrario a estimativa nao foi
boa o suficiente. Mostraremos na préxima secao que os calculos utilizando os dados da figura
17 nos permitem, por meio das equacdes (57), (58) e (59), obter as respectivas massas

individuais do sistema.
4.2.4 MASSA IRRADIADA

Para encontrarmos a massa irradiada na forma de ondas gravitacionais, é razoavel
propormos que a distancia maxima que os buracos negros podem alcancar na coalescéncia sem
efetivamente iniciar o processo de colisdo é dada pelo proprio raio de Schwarschild. Para

melhor visualizar este momento da coalescéncia, temos a Figura 18.
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Figura 18 — Instantes da coalescéncia e sua relagdo com o Strain da deteccdo de GW150914 obtida por H1. Apos
o inicio da coalescéncia, as 6rbitas vao diminuindo até que ocorra 0 merger (ou fuséo) dos buracos negros, e entéo,
temos o ring-down: onde ocorrem 0s modos quasinormais gerados pelo buraco negro resultante da colis&o.
Fonte: adaptado de Abbott et al., (2016).
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E admissivel assumirmos que no momento de Merger a soma dos raios das massas

corresponde ao raio de Schwarschild, isto é, a equacéo (47) fica da seguinte forma:

2GM
c2

(61)

ra+rb=

Aplicando (61) em (46), temos a energia irradiada do sistema em termos da massa

reduzida:

1 mymy,

Ejpy = —————c
o 4’(ma+mb)

? (62)

Onde podemos ignorar o sinal negativo pois ele corresponde apenas a emissao de energia do
sistema. Aplicando-a na famosa equagdo de Einstein que associa massa a energia E = mc?,

encontramos

Eirr = Mirrcz
1 mym,
T4 (mg +my) (63)

Desta forma, a massa irradiada na forma de ondas gravitacionais é exatamente um
quarto da massa reduzida do sistema. Nascimento e Cuzinatto (2022, p.18) mostram ainda que
a energia irradiada em formas de ondas gravitacionais pela colisdo de grandes massas, como
dos buracos negros do evento GW150914, corresponde “a um trilhdo de trilhdo de vezes mais

energia do maximo que a humanidade pode produzir em um experimento hoje”.
4.2.5 RAIO INICIAL DA COALESCENCIA

Podemos estimar o raio inicial da coalescéncia, isto é, a distancia entre as massas no
inicio do mergulho em espiral, substituindo a funcdo (50) na terceira lei de Kepler (43), de

modo que teremos

GM

(ro" — Nner37)3/4

w? =
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Onde lembramos a definicdo de T = t, — t;. Uma vez que w = ntf e elevando a igualdade a

4/3, encontramos

. (GM)*3

3
o = W-FNT]CTS T

Ou entao,

(64)

(GM)*3  8G3MN7\"*
To = +
0 (n-f)8/3 ct

Utilizando os dados de massa total M que encontramos anteriormente, a frequéncia e o
tempo do inicio ao final da coalescéncia obtidos pelos graficos de deteccdo, encontramos a
distancia inicial dos buracos negros na binéria.

Os resultados dos célculos desenvolvidos nas subsecfes vistas até aqui, utilizando os
dados da deteccdo GW150914 da figura 17, serdo apresentados a seguir como componentes da

sequéncia didatica que estruturam nossa abordagem destas propostas.
4.3 UMA PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA

Reiteramos ao longo deste capitulo que a abordagem que propomos reune a teoria de
Hilborn (2018), o trabalho desenvolvido por Nascimento e Cuzinatto (2022) e os dados de
deteccdo do evento GW150914 publicados por Abbott et al., (2016). Como uma forma de
sintetizar a proposta e elucidar sua potencialidade em sala de aula na licenciatura em fisica,
apresentamos nesta subse¢do uma sequéncia didatica, onde tecemos alguns comentarios sobre
a pratica.

A presente sequéncia didatica foi inspirada na metodologia de ensino Peers Instruction,

gue consiste em

[...] um método de ensino baseado no estudo prévio dos materiais disponibilizados pelo
professor e apresentacdo de questdes conceituais, em sala de aula, para os alunos
discutirem entre si. Sua meta principal é promover a aprendizagem de conceitos
fundamentais dos contetidos em estudo, através da interagdo entre os estudantes (Araujo
e Mazur, 2013, p.367).
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Essa interacdo pode favorecer o esclarecimento de duvidas dos conceitos cientificos do
estudante, em razdo da proximidade de seu colega a estas mesmas duvidas. Neste cenario, 0
papel do professor é como mediador das discussdes, ou mesmo um facilitador do aprendizado
(sem diminuir sua atuacdo como personagem fundamental no processo). Desta forma, a
introducdo da tematica de fisica moderna e contemporanea referente a ondas gravitacionais por
meio dessa estratégia metodoldgica, pode ajudar duplamente no processo de formacdo do
professor, tanto em relacdo a sua propria aprendizagem quanto em relagdo aos bons exemplos
que ele possivelmente podera levar para sua pratica em sala de aula, pois ela incentiva o
pensamento autbnomo em uma perspectiva critico-reflexiva.

A sequéncia didatica consiste em uma pré-aula e quatro aulas de cinquenta minutos. A
pré-aula corresponde a0 momento anterior a aplicacdo da sequéncia didatica em si. Portanto,
trata-se na adequacdo da presente proposta ao contetdo presente no plano de ensino do
professor formador. Pensando nisso, elaboramos a sequéncia didatica para ser aplicada na
disciplina de Fisica IV, Fisica Moderna ou outra disciplina correspondente. Essa sugestdo
incorre da auséncia da disciplina de astronomia nos cursos de licenciatura em fisica (Slovinscki
et al., 2021), bem como, da auséncia de contetudos de ciéncia de fronteira nessas disciplinas
(Gorges Neto e Arthury, 2023). Além disso, o ensino-aprendizagem da presente proposta
necessita que os estudantes de licenciatura em fisica tenham estudado a disciplina de
eletromagnetismo, pois diversos conceitos seréo revisitados.

No momento de pré-aula, acreditamos que a sequéncia didatica a seguir possa ser
articulada apds os estudantes da licenciatura em fisica ja possuirem uma noc¢do da descricédo
qualitativa e matematica da radiacdo eletromagnética, bem como, saberem que a taxa de
transporte de energia por unidade de area é dada pelo vetor de Poynting.

A seguir, apresentamos as sugestdes pensadas para as aulas da sequéncia didatica. Como
forma de facilitar o entendimento do decorrer em sala de aula, apresentamos as aulas dividindo
seu tempo com as respectivas articulacfes que julgamos proficuas dentro dos cinquenta minutos
estabelecidos.

No primeiro momento da aula 1 (20 minutos), o professor indaga seus alunos sobre a
existéncia de outros tipos de radiacéo além da produzida por cargas aceleradas. Apds uma breve
discussdo, o professor expfe que para compreendermos um outro tipo de radiagdo, é
interessante que conhe¢camos com um pouco mais de profundidade os campos eletromagnéticos.
O professor apresenta (30 minutos) a equacao do campo eletromagnético de Liénard-Wiechert
(19), demonstrando que ela possui dois componentes: um relacionado a velocidade e outro a
aceleracdo. O professor entdo explica que, a longas distancias, apenas a componente de
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aceleracdo € relevante, pois esta depende do inverso da distancia até a fonte, enquanto o
componente de velocidade constante depende do inverso do quadrado da distancia. Neste ponto,
o0 professor pode exibir a figura 4, que ilustra 0 comportamento das linhas de campo de uma
particula carregada em movimento. Ao final, o professor propde que os alunos leiam, como
tarefa para casa, a deducdo da formula de Larmor (presente na se¢do 2.3), que sera importante
para a proxima aula.

O professor inicia a aula 2 (5 minutos) questionando os alunos se tiveram alguma davida
na deducdo da formula de Larmor. Em seguida (15 minutos), solicita que os alunos formem
grupos e propde a seguinte questdo conceitual para discutirem entre si: “considere uma carga
negativa girando em torno de uma carga positiva, 0 que ira acontecer com este sistema? A carga
em Orbita ficara estavel, saira pela tangente ou o sistema colapsara no centro de massa?”. Apos
deixar que os alunos discutam em seus grupos, o professor intervém e ouve as argumentacdes
de cada grupo. Neste momento (10 minutos), o professor explica a formula de Larmor,
mostrando que a aceleragdo da carga em Orbita provoca a emissao de radiagdo pelo sistema, 0
que fard com que ele colapse. Em seguida (20 minutos), apresenta a deducdo da funcdo da
trajetdria espiral da carga em oOrbita em direcdo ao centro atrator (presente na se¢do 2.4), bem
como a figura 6 que demonstra essa trajetoria. O professor entdo encerra a aula pedindo aos
alunos que calculem o tempo de colapso desse sistema, como tarefa para casa.

Na aula 3 (10 minutos), o professor verifica se 0s estudantes conseguiram calcular o
tempo de colapso do sistema proposto na aula passada. Em seguida, introduz os alunos a
analogia entre radiacdo eletromagnética e gravitacional, mostrando gque, assim como ocorre na
eletrodindmica classica, massas em movimento acelerado também emitem radiacdo
gravitacional. Para fazer isso (10 minutos), o professor pode utilizar a comparacao entre a
formula de Larmor e a equacdo (45) deduzida da teoria de Hilborn (2018) que lhe €
correspondente para o0 caso gravitacional, reiterando a importancia da massa reduzida nesse
problema.

O professor apresenta (30 minutos) a deducéo da funcdo da trajetoria espiral da binaria
coalescente e demonstra o grafico correspondente e o da massa reduzida (presente na secédo
4.1), salientando as semelhancas com o caso eletromagnético. O professor disponibiliza as
deducbes realizadas de algumas das caracteristicas importantes das ondas gravitacionais (a
partir da secdo 4.2) que podemos tirar da funcdo que encontramos e as apresenta rapidamente,
apenas para que os alunos conhecam suas variaveis. Aliado a isso, 0 professor apresenta 0s

graficos da detecgdo do evento GW150914, destacando as frequéncias obtidas e seu intervalo
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de tempo na linha 4 da figura 17. Como tarefa para casa, o professor solicita aos alunos que
resolvam e tragam seus valores para a proxima aula, considerando N = 32/5.
Neste momento, faremos uma pausa na descrigdo da sequéncia didatica para demonstrar

0 que esperamos que os alunos obtenham dessas resolugdes.

1. A massa de chirp é calculada por meio da equacdo (54) que depende apenas do tempo t e
frequéncia f; obtida na deteccdo. Das dedugdes que foram passadas para a leitura em casa,
temos que T =t, —t;, € entdo, na linha quatro da figura 17, temos representado a
coalescéncia dos buracos negros pelo arco luminoso amarelo-esverdeado. O valor do eixo
x desse gréafico para o inicio da coalescéncia corresponde a t; =~ 0,34 s. E para o eixo y, a
frequéncia inicial é f; =~ 43 Hz. O pico do arco luminoso acontece em t, =~ 0,43 s, que
corresponde a frequéncia maxima desse sistema atribuida a massa de chirp. Assim, temos
que T = 0,09 s. Lembrando que N = 32/5, encontramos para a massa de chirp M =
32M '3 (Nascimento e Cuzinatto, 2022);

2. Podemos obter a massa total do sistema binario pela equacdo (55). Nessa equacéo, f.
corresponde a frequéncia de chirp, que € a frequéncia maxima obtida na coalescéncia dos
buracos negros. Como comentado anteriormente, para este momento temos t, =~ 0,43 s, 0
que corresponde a f, =~ 307 Hz. Substituindo estes valores na equacdo (55), obtemos uma
massa total de M,,, =~ 74M, (Nascimento e Cuzinatto, 2022);

3. Os valores das massas individuais desse sistema podem ser obtidos pela relacdo
0,44M;,; = 32,6M, disponivel nas deducgbes. Considerando M = 32My € M.y =
74M¢ na equagdo (59), obtemos ¢ = 0,4. Substituindo estes valores nas equagoes (57) e
(58) obtemos, respectivamente, m;, = 30My e m;, = 44M, (Nascimento e Cuzinatto,
2022). Séo valores muito grandes em termos de massa, e que podem ser refletidos na
perspectiva da energia liberada neste processo.

4. Substituindo na equagédo (62) os valores das massas estimados, encontramos como energia
total irradiada da binaria coalescente E;,, = 4 x 107 J. Colocando em perspectiva, como
apontam Nascimento e Cuzinatto (2022), estima-se que 0 Sol emitira apenas 1% de sua
massa total na forma de radiacdo durante todo o seu ciclo de vida. Em contrapartida, vemos
com a equagéo (63), que o evento GW150914 emitiu aproximadamente M;,,, = 4M,.

5. Por fim, o raio inicial da orbita da binaria pode ser obtido utilizando a equagéo (64), onde

temos f como sendo a frequéncia de inicio da coalescéncia e T = t, — t;, COMO VimOs.

¥ Mo = Massa solar = 1,989 x 103° kg.
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Empregando os demais resultados que obtivemos, considerando N = 32/5, temos como
raio inicial entre as massas r, = 813474,116 m ou r, = 813 km. E interessante notar que

Nascimento e Cuzinatto (2022) obtiveram r, =~ 815 km.

Consideramos que alguns desses aspectos podem ser aprofundados, a critério do
professor, ainda na aula 3, quando sdo apresentadas suas deducbes. Agora, retornamos a
descrigdo da sequéncia didatica.

No primeiro momento (5 minutos) da aula 4, o professor verifica se os alunos
conseguiram desenvolver os calculos e tira quaisquer ddvidas existentes das resolucdes. Na
sequéncia (10 minutos), apresenta a comparagdo da intensidade relativa da interagdo

gravitacional e eletromagnética. Dada a Lei da Gravitacdo Universal:

Gmym,
9= g2
E a Lei de Coulumb:
v k.e?
e — rz
Teremos como razao
Gmym,
& rZ _ Gm,m,
F, k.e? kee?
72

Substituindo os dados,

F, (6,674 x 107*)(1,673 x 10727)(9,109 x 10731)
E (8,988 x 102)(1,602 x 10-19)2

E, 1,018 x 10797

g _ = —-40

9 _ ~ 4,41 x 10

F,~ 2,307 x10-28 ~

Com esse resultado, vemos que a interagdo gravitacional é, aproximadamente, quarenta

ordens de grandeza menor que a elétrica. Uma vez que a dinamica espiral de uma carga ao
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centro atrator produz radiacdo eletromagnética, a qual podemos detectar facilmente, no caso
gravitacional foi um desafio muito mais complexo: precisamos de corpos coalescendo com
muitas massas para produzir radiacéo gravitacional que seja significativa para deteccdo. Neste
momento € importante que o professor enfatize a grande diferenca entre as intensidades das
interacdes gravitacionais e eletromagnéticas, lembrando dos resultados obtidos pelos alunos.

Na sequéncia (10 minutos), o professor compara os resultados calculados com os
resultados tabelados no artigo de deteccdo do evento GW150914 (Abbott et al., 2016). Reitera
que utilizamos uma teoria e deducdes que diferem da Relatividade Geral, mas que conseguimos
obter resultados de mesma ordem de grandeza. Com o intuito de mostrar visualmente como
ocorre essa discrepancia, o professor pode apresentar o gréafico da figura 14, mostrando que a
teoria desenvolvida por Hilborn (2018) utiliza as deducdes da teoria eletromagnética de
Maxwell para compreender a radia¢do gravitacional e, com isso, conseguimos obter uma boa
aproximacdo da dindmica da binaria. Ao mesmo tempo que essa analogia nos possibilita
compreender ondas gravitacionais, ela nos limita a sua natureza tensorial.

O professor apresenta (25 minutos) aos estudantes a importancia histérica da descoberta
de ondas gravitacionais. O professor pode articular o texto de Toniato (2021) “O que sdo ondas
gravitacionais?” ao falar da primeira deteccdo indireta realizada por Hulse e Taylor, onde
apontaram que a variacdo do periodo orbital do pulsar binario identificado como PSR 1913+16
é consequéncia da emissdo de ondas gravitacionais. Ou entdo, como sugestao, o professor pode
explorar a natureza dos detectores de ondas gravitacionais, que possuem como principio de
deteccdo aproveitar a deformacdo que a onda gravitacional causa no espaco-tempo quando
passa (Aguiar, 2021).

Ao final, o professor pode expor que, assim como a radiagdo eletromagnética nos
ensinou muito ao longo dos anos sobre o universo em que vivemos, a radiagdo gravitacional
também tem o potencial de revelar novos conhecimentos, de modo que perguntas sobre a
origem do universo, a origem dos elementos quimicos mais pesados e estrelas que ndo emitem

luz, podem ser compreendidas por este mensageiro.

4.4 ALGUMAS PERSPECTIVAS A LUZ DA TRANSPOSICAO DIDATICA

Nesta secdo, analisamos nossa proposta de sequéncia didatica a luz da teoria de
transposicdo didatica apresentada no capitulo 1. Para isso, vamos considerar como categorias
de anélise as regras para a transposicdo didatica (Astolfi e Develay, 1995), ou indicios de
adaptabilidade desse saber ao sistema de ensino.



99

Lembramos que esses indicios correspondem a transposicdo do Saber Sabio, aquele que
é desenvolvido pela comunidade cientifica, ao Saber Ensinado, que € realizado
predominantemente pelo professor na educagdo bésica. Como j& adiantamos, este trabalho
corresponde a transformacéo do Saber em seu primeiro patamar, o Saber a Ensinar, e, portanto,
a analise feita nesta subsecdo nos da uma perspectiva sobre as possibilidades da transposicédo
didatica de ondas gravitacionais por meio da analogia apresentada neste trabalho.

A primeira regra de transposicao didatica consiste em (i) Modernizar o Saber Escolar.
Podemos argumentar que propostas de transposicao didatica de ondas gravitacionais refletem
as tentativas de modernizacdo do Saber Escolar quando compreendemos, essencialmente, a
relevancia cientifica para a compreensdo das diferentes estratégias de perscrutacao do universo.

E importante lembrar que apds sua primeira deteccio, realizada em 2015, as ondas
gravitacionais ndo se constituem apenas como uma confirmacdo da Relatividade Geral de
Einstein, mas, sobretudo, como um novo canal capaz de nos revelar caracteristicas do universo
que complementam os ja conhecidos sinais eletromagnéticos. Como notério exemplo disso,
tivemos em 2017 a deteccdo realizada pela colaboracdo LIGO/VIRGO da coalescéncia de
estrelas de néutrons, que ficou conhecido como GW170817 (Abbott et al., 2017). Apds cerca
de dois segundos, o telescépio Fermi detectou um pico de raios gama, este evento ficou
conhecido como GRB 170817A. Apds incessantes buscas, fora descoberta a localizacdo da
fonte emissora, na galaxia NGC 9443, a cerca de 40 Mpc da Terra. E interessante destacar que
as observacdes “‘eletromagnéticas associadas ao evento GW170817 mostraram que a fusdo de
estrelas de néutrons pode ser o ber¢o de grande parte dos elementos mais pesados que existem
no universo” (Mendes, 2021, p.67).

Portanto, apesar de considerarmos distante a realidade do ensino de ondas gravitacionais
semelhante ao ensino de ondas eletromagnéticas na educacdo béasica, compreendemos que
articulac@es iniciais por meio da estratégia comparativa entre estes fendbmenos no patamar Saber
a Ensinar, sdo um primeiro passo de adequacdo desse objeto de conhecimento ao Sistema de
Ensino e de modernizacdo do Saber Escolar.

A segunda regra corresponde a (ii) Atualizar o Saber a Ensinar. A proposicdo de
novos objetos de conhecimento, por exemplo, em livros didaticos, deve se “limitar aqueles que
ndo se encontram diluidos na cultura da sociedade” (Brockington e Pietrocola, 2005, p.397).
Apesar de vermos notaveis esforcos de divulgadores cientificos expondo curiosidades sobre
ondas gravitacionais para a populacdo em geral, ainda é limitado o conhecimento que a

sociedade detém sobre ondas gravitacionais.
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Vale ressaltar que o nimero de trabalhos desenvolvidos com o intuito de elucidar
pesquisadores ndo especialistas sobre o tema e a populagdo em geral, foi conflagrado
principalmente apos a primeira detecgdo de ondas gravitacionais realizada em 2015, resultando
em diversos artigos publicados em periddicos do ensino de fisica e de astronomia. Deste modo,
a formalizacdo desse objeto de conhecimento como objeto de ensino esta apenas no comego,
onde as estratégias de transposicdo didatica estdo sendo propostas por pesquisadores
preocupados com seu ensino.

A terceira regra da transposicao didatica sugere que (iii) Articular o Saber novo com
0 antigo pode ser proficuo para o assentimento dos sujeitos do Sistema de Ensino a introducéo

de um novo objeto de conhecimento a ser ensinado.

A introducédo de novos saberes deve ser feita de forma articulada com outros saberes
ja alojados nos programas de ensino. Negar radicalmente um contelddo ja
tradicionalmente presente no Sistema de Ensino pode gerar desconfianca por parte
dos alunos para tudo aquilo que se deseja ser aprendido por ele na disciplina
(Brockington e Pietrocola, 2005, p.398).

A articulacdo de ondas gravitacionais com ondas eletromagnéticas apresentada neste
trabalho pode indicar uma maior adaptabilidade desse conhecimento no Sistema de Ensino. Por
meio da teoria de Hilborn (2018), do trabalho realizado por Nascimento e Cuzinatto (2022) e
da presente proposta de transposicao didatica, sdo possiveis alternativas de ensino que exploram
as semelhancas e divergéncias entre esses dominios. Neste sentido, a compreensdo da
astronomia multimensageira pode adquirir maior relevancia, visto que esses dominios se
complementam em nossas investigacées do cosmos.

Vale destacar que as estratégias de ensino de ondas gravitacionais, em sua grande
maioria, ainda estdo sendo discutidas no patamar do Saber a Ensinar e, certamente, precisam
ser reestruturadas ao tempo de sala de aula na educag&o bésica, ou seja, para o Saber Ensinado.

As iniciativas de (iv) Transformar um Saber em exercicios e problemas sdo
facilitadas quando os proprios professores possuem familiaridade com o tema. No caso de ondas
gravitacionais, como reiteramos no capitulo 1.1, elas s6 podem ser compreendidas fisicamente
por meio do calculo tensorial, basilar na Relatividade Geral. No entanto, a abordagem que as
teorias utilizadas neste trabalho desenvolveram para aproximar o conceito fisico desse objeto
de conhecimento sem recorrer a sua teoria original, sugere a possibilidade da realizacdo de uma

ampla variedade de exercicios e atividades didaticas.
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A operacionalizagdo do Saber em atividades para os estudantes é um dos critérios
mais importantes para a sua presenca na sala de aula. Operacionalidade, nos termos
da Transposi¢do Didatica, deve ser entendida como uma maneira através da qual uma
atividade pode gerar formas de se “lidar” com o sistema de ensino (o sistema didatico,
em especial). Ndo é uma caracteristica vinculada apenas ao saber, visto ser
fundamental para o gerenciamento do Contrato Didatico, estabelecido entre professor-
aluno-saber. A operacionalidade é um atributo importante, pois garante a gestdo do
cotidiano escolar (Brockington e Pietrocola, 2005, p.398).

Neste sentido, nossa proposta de sequéncia didatica oferece um vislumbre das inimeras
possibilidades disponiveis ao explorarmos a analogia entre a radiagdo gravitacional e a radiacao
eletromagnética. Além disso, uma vez que o professor de fisica se depara com problemas e/ou
atividades relacionadas a esse tema e possui habilidades para sua compreensdo, as
possibilidades de adequacdo do Saber ao tempo de sala de aula aumentam.

A Ultima regra sugere que a transposicao didatica deve proporcionar a compreensao de
saberes, ou seja, deve (v) Tornar um conceito mais compreensivel. Como discutimos ha
pouco, a realizacdo da analogia entre o eletromagnetismo e a gravitacdo nos possibilita
compreender, basicamente, os principais conceitos fisicos envolvidos em um evento de ondas
gravitacionais, sem necessariamente recorrermos ao formalismo da Relatividade Geral.

Embora os professores de fisica possuam disciplinas de fisica basica em sua formacao
inicial, os cursos de licenciatura em fisica normalmente ndo oferecem disciplinas especificas
que desenvolvam as aptid@es necessarias para a compreensao das ondas gravitacionais em seu
dominio original'*. Desta forma, a estratégia de utilizar a teoria maxwelliana de forma analoga
a gravitacdo, facilita a compreensao de ondas gravitacionais ao professor de fisica em sua
formacdo inicial.

Para além dos termos de adaptabilidade, lembramos da citacdo realizada no capitulo 1:

[Um] novo Saber Escolar deve ser avaliado em termos da motivacao que ele gera e de
seu sucesso entre os alunos. Porém, agora o sucesso deve também ser visto no sentido
de entendimento, prazer e significacdo e ndo apenas em termos de adaptabilidade
(Brockington e Pietrocola, 2005).

A astronomia possui a capacidade de despertar o interesse dos estudantes no
aprendizado dos contetdos de fisica (Langhi e Nardi, 2009). Utilizando esta asser¢do como
estratégia metodologica, sdo necessarias novas investigacbes no patamar do Saber a Ensinar

para compreendermos se as atividades praticas a corroboram, de modo que possamos identificar

14 Naturalmente, isso € justificado em funcio da identidade profissional que cursos de formacédo de professores
pretendem desenvolver (Guridi et al., 2020), de modo que os saberes associados a compreensdo da Relatividade
Geral sejam omitidos nessa etapa formativa.
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se 0 entendimento que os estudantes podem adquirir desta abordagem é adequado a sua
identidade profissional.

Apesar de notarmos que a analogia discutida ao longo deste trabalho se adapta bem ao
Saber Ensinar, isto é, a formacéo inicial de professores de fisica, sdo necessarias novas
pesquisas na educacdo basica, com estratégias didaticas concentradas na relacdo entre estes
dominios, para termos uma conclusdo mais auspiciosa no que se refere ao seu assentimento no

Sistema de Ensino, como um objeto a ser ensinado.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos neste trabalho uma analogia entre a radiacéo eletromagnética e a radiagdo
gravitacional, com a possibilidade de articulacdo em sala de aula na formacdo inicial de
professores de fisica. Mostramos que a deducdo da funcdo que descreve a trajetdria espiral da
binaria coalescente, desenvolvida por Hilborn (2018), é semelhante a deducéo da trajetoria
espiral tracada por uma particula carregada em dire¢do ao centro atrator. Dessa dindmica, temos
a emissdo de ondas gravitacionais e eletromagnéticas, respectivamente.

Para isso, demonstramos as dedu¢des necessarias para a compreensao das principais
equacdes utilizadas no caso eletromagnético e no seu anadlogo gravitacional. Além disso,
evidenciamos que apesar de terem sido desenvolvidos de forma independente, o trabalho de
Hilborn (2018) e de Nascimento e Cuzinatto (2022) podem ser complementares por meio de
nossa proposta de abordagem. Mostramos também que € possivel extrair os dados diretamente
dos graficos do evento GW150914, obtendo resultados de mesma ordem de grandeza desta
deteccao.

Produzimos uma sequéncia didatica aos professores formadores nos cursos de
licenciatura em fisica, sugerindo que ela seja aplicada a disciplina de Fisica IV, pois muitos dos
conhecimentos de eletromagnetismo serdo revisitados. Além disso, a analisamos por meio das
regras (Astolfi e Develay, 1995) da teoria de transposi¢do didatica (Chevallard, 1991), e
inferimos que nossa abordagem atende aos termos de adaptabilidade dessa teoria, mas que sao
necessarias novas pesquisas na formacdo inicial dos professores de fisica que buscam investigar
corroboragdes e indicar aprimoramentos da estratégia aqui desenvolvida.

Esperamos que, além de fornecer uma sequéncia didatica sobre ondas gravitacionais
que possa ser articulada na formagéo inicial dos professores de fisica, este trabalho provoque
reflexdes sobre a transposicdo deste, relativamente recente, objeto de conhecimento para o
Sistema de Ensino. Nesta pesquisa, apontamos que a iniciativa de o articular com saberes do
eletromagnetismo, pode permitir que professores de fisica compreendam suas principais
caracteristicas fisicas e ponderem articulacdes futuras para a educacgéo basica. Apesar de possuir
elementos!® a ser aprimorados, a utilizagio de uma teoria sélida como a proposta por Hilborn
(2018) possibilita que outras abordagens sejam desenvolvidas, ndo apenas para a formacao

inicial, mas sobretudo para a educacéo bésica.

15 Como ¢ o caso do momento de ringdown, da figura 17, que ndo pode ser deduzido analiticamente em uma teoria
vetorial.
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As ondas gravitacionais, enquanto um tema da fisica moderna e contemporanea,
precisam fazer parte dos conhecimentos que séo trabalhados na formacéo inicial de professores
de fisica. Elas tém se mostrado como um meio relevante de obter informacéo do universo, além
de possuir caracteristicas em seu desenvolvimento que podem favorecer uma apropriagcdo
adequada da atividade cientifica (Garcia e Camillo, 2021).

Por quase toda a historia, a luz foi o Unico meio de conhecermos nossa realidade. Apds
problematizagdes sobre sua natureza, a ressignificamos como sinais eletromagnéticos. De posse
desse tema, conhecemos 0s elementos que constituem nosso universo, as caracteristicas dos
diferentes tipos de estrelas, sua primeira luz, evolucdo e os estagios finais extremamente
dependentes de sua massa. Observamos, também, que as galaxias se afastam de nds numa
velocidade proporcional a sua distancia e que 0 universo possuiu um estagio muito pequeno,
denso e quente, onde toda matéria, tempo e espaco estavam concentrados.

Mas isso comecou a mudar em setembro de 2015, quando ap6s quase cem anos de sua
predicdo, a confirmacdo empirica direta de ondas gravitacionais aconteceu. Conseguimos
assim, compreender a dindmica de sistemas binarios coalescentes, descobrimos as massas dos
objetos compactos que os constituem e confirmamos que irradiam energia na forma de radiacéo
gravitacional. Com o aprimoramento das técnicas de deteccdo, como por exemplo, o projeto
LISA (Laser Interferometer Space Antenna), que pretende desenvolver um interferdmetro
espacial para ser lancado na década de 2030 com uma sensibilidade superior aos terrestres
(Aguiar, 2021), poderemos detectar sistemas binarios muito antes de sua coalescéncia,
exoplanetas e até mesmo estudar resquicios do Big Bang.

Naturalmente, ndo estamos propondo a transposicao didatica apresentada neste trabalho
como a Unica e definitiva possibilidade de adequacao desse objeto de conhecimento no Sistema
de Ensino. No entanto, sabendo que a comunidade cientifica abriu novas fronteiras ao explorar
0 cosmos através das ondas gravitacionais, por que ndo incorporar esse conhecimento no Ensino

de Fisica?
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APENDICES

Neste apéndice faremos a resolucdo da integral

fn[senz (20) + 4sen?(0)]senfdb fnd¢
0 0

T T
f sin?(20) sin® do6 + 4[ sin? @ sin @ do
0 0

VVamos iniciar resolvendo a primeira integral. Lembrando que

cos?x +sin?x =1

sin?(208) = 1 — cos?(208)

Teremos, portanto

i
J (1 — cos?(26))sin6 do
0
Por partes: uv’' = u'v — f v'u'
. d
u = (1—-cos?(20)) =sin?(20) = u' = %(smz(ZG))

v =sin® = v=Jsin9

Faremos uso da regra da cadeia:

dF (x) _dFdx
dy  dxdy

Onde

F=x% y=sin(2y)
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Assim,

dF (x) = (Z;z : d(SiZ;Zy D _ o —d(SiZ;Zy D _ 26in(2y) -—d(SiE;ZY))
Regra da Cadeia para (d(s’i;l—;zyn)
F =sin(w), w=2y
dF(w) _ d(sin(w)) dw d(sin(2y)) _

= cos(w) - 2 (cos(2y) - 2)

dy dw dy dy

~ 2sin(2y) (cos(2y)) - 2 = 4sin(2y) (cos(2y))
Sabendo que sin(a) cos(a) = %sin(Za),

ul

4‘ —
4 sin(2y) (cos(2y)) = Esin(4y) = 25sin(40)
v = fsin@ df = —cos @

Juv’=uv—fu’v

u v u’ v

= (1 + cos?(208)) (—cos0) — Jﬂ (sin(40)) (— cos 6) d6
0

Resolvendo esta integral, temos

T
—ZJ. cos 0 sin(40)d6
0

Sabendo da identidade
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1
cos(a) sin(b) = Esin(b + a) +sin(b — a)
Teremos

s
= f sin(46 + 6) + sin(46 — 0) do
0

= fsin(59) + sin(360) do

=50 —=df
u = R
du

= |—sin?(20) cos(6) — <COS(59) + COS(39)>]
0

5 3
_ 8+8 16
15 15 15

Este é o resultado da primeira integral que comecamos a resolver no inicio deste

apéndice. Agora vamos para a segunda integral
s
4] sin? @ sin @ do
0

Lembrando da identidade

sin?0 =1 —cos? 6
T

4[ (1 — cos?6) sin6 db
0

Fazendo a substituicdo: u = cos® du = —sin0 df
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-1
_ _ 1,2
4[1 (1—-u“)du

-1 1
—4f du —f u? du
1 1

Juntando os resultados para a integral do inicio, teremos

j-n[sen2 (20) + 4sen?(0)]senddo fndqb
0 0

1573

16 16 64
:( ) T=73
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ANEXOS
ANEXO A

O conteddo deste anexo pode ser encontrado em (Machado, 2006, p. 49), onde podemos

demonstrar que é sempre possivel fazer com que um potencial vetor A satisfaca a condicdo de
Lorenz

V-A+ %% _ o
Ho€o at
Iniciamos supondo que A ndo satisfaz o calibre de Lorenz, ou seja,
- d¢p
V- A+ —pgeg—
Ho€o ot

Podemos realizar uma transformacéo de calibre mediante as equacdes

A=A+ VA
, A
¢'=¢-=

para transformar 4 em 4’, cuja divergéncia é
V-A'=V-A+V2A
O novo potencial vetor deve satisfazer a condi¢do de Lorenz, ou seja,

, a¢’
VA + uoeowz 0

Portanto, transformando também o potencial escalar ¢, temos
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S 5 d dA

ot
ou
V-A+V2A+ uoeoa—d’— HOEOaZ_A:
ot ot?
ou ainda,

) 0%\ o d¢
v A_UOEOF: _V'A_U-OEOE

Supondo que esta equacao possa ser resolvida, a fun¢éo A seria conhecida e 0s novos potenciais

Ae ¢' seriam determinados, e, portanto, satisfariam a condi¢do de Lorenz, como queriamos

inicialmente.
ANEXO B

O conteudo deste anexo pode ser encontrado em (Machado, 2006, p. 68). Iniciamos as

resolugdes com a equacdo de onda do potencial escalar

% p
V2 — Hofo g =
Precisamos tomar cuidado, pois ¢, dado por
1 7't
¢(?’ t) — p( _)T) dV

4teg Jy |7 — 7|

depende de 7 tanto de forma explicita, no termo |# —#'|, como implicitamente, no tempo

r—r’|

retardado t, =t —

e isso precisa ser levado em conta na hora de calcular seu Laplaciano.

1
c

Vamos iniciar considerando o gradiente de ¢, ou seja,



117

1 (p(.t)
4‘1-[60 74 IT_Z - Fll

-1 |

Ou

1 7t
Vo = fv P ) gy
ey ), \ |7 —7|

Para resolver a expressédo acima, podemos fazer uso da identidade
V(PW) = (VO)Y + (VVP)

De modo que

p(#',t,) 1 . . 1
V< _)r ) = — Vp(r', t,) + p(7, tr)V(m>

=7 7 —7
|

Para continuarmos, precisamos de uma expressao que podemos encontrar na verificagdo de que

a forca eletromagnética é conservativa, de modo que
F=-vU

Para realizar isso, iniciamos calculando o gradiente do potencial elétrico, assim,

q p(#) l
VU =V av
l fv

4'1T€0 |F — Fll

?I
-1 fv LICOR P
4me, ), \|I¥ — 7|
i f (*’)v[ ! ]dv
Ame, VP r |7 — 7|

VU =

Precisamos calcular o gradiente dos colchetes acima. Vamos chamar
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e assim,

V|—s —
[ |] [laxﬂay 62]\/—X2+y2+22

ou

=1l = 5z ) o ) e ()
-7l T X \Vxzrvrrze)  Jov\UxzrvEize) | 0Z\JXZtvitzZ

Calculando cada um dos termos separadamente, temos para 0 primeiro termo:

.0 1 1 1
l—( )=i(——> 2X
0X \WX2 +Y2 + 22 2) (X2 + Y2+ 72)3/2

. 6( 1 )_ X1
X\Vxzrvrrze) | (X V24222

Para o segundo termo:

A6< 1 )_A( 1) 1 oy
]aY VX2 +Y2 4272 =J 2) (X2 +Y2 4 72)3/2

Aa( 1 )_ Yj
"oy VXZ+ Y2422/ (X2+Y2+22)32

Para o terceiro termo:

R
0Z\\JX2 +Y2 + 72 (X2 + Y2 + Z2)3/2



z G, ( 1 )_ Zk
0Z\JXZ yv2+22)  (X2+Y2+Z72)32
Portanto,
[ 1 ] B Xi Yj Zk
T T E 1212237 T (X2 Y2+ 22)37 (X2 + Y2 + 22)32
ou

v[ 1 ]_ Xi+Yj+Zk
7 =711 (X2+Y2+22)3/2

- -/
r—1
el
|7 — 7' |7 — 7|

E voltando a energia potencial, obtemos

Ou seja,

™
Il

-VU

Voltando a nossa deducdo, desta verificacdo utilizaremos a expressao

- -/
r—7
el
|7 — 7' |7 — 7|

Em
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p(, )| _
|7 — 7|

1
—Vp(#, t )V | =

Além disso, para calcular Vp(#',t,) precisamos de uma regra da cadeia. Em coordenadas

retangulares, temos

Vp(#',t,) = A6+Aa+fca GRS
pr"l"_lax ]ay azpr’r

ou
., 0p(@,t)ot,  op(,t.)at, . dp(F,t,)0t,
Vo) = it oy T e a2
Como
|7 — 7]
tp=t——0

E 7 e 7' sdo independentes de t, temos

0 otd 0

dt, ot ot ot
De modo que podemos escrever

N GRS R
Vp(T',tr): ot la‘i‘]@‘Fka—Z t,

ou
Vp(#,t,) = p(¥, t,)Vt,

Onde p representa a derivada temporal de p. Desta forma, comparando as expressoes

encontramos uma propriedade importante, isto €,
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op(#,t")

a =/ !
[TL =5 [p(F, t)]e,

Onde o termo entre colchetes é calculado e depois aplicado no tempo retardado t,.. Essa relagcdo

vale em geral, de modo que, para qualquer funcdo f(7',t") temos

ofFF O] 0.,
ITL —a[f(r.t)]tr

r

Como

. . |7 — 7]

T c
Encontramos

|7 — 7|
Vt, =V|t—
C

Ou

1
Ve, = == V(7 = 7))
Precisamos agora de

?=xi+yj+zk
P =x'i+yj+z'k
P=7 =—x)+@—-y)j+ -2k

|7 =7 =J(x—x)2+ @y —y)2+ (z—z')?

De modo que



0 g .0
V(7 -7 = i—+j—+k£]\/(x—x’)2+(y—y’)2+(Z—z’)2

dx 7’0y
Ou
I (x—xN+@—-y)j+(z—-2)k
V(7 =7 =
Ja—x)2+ (@ —y)2+(z—z')?
E entdo

V(7 -7 = L
r—r =5 >
|7 — 7|
Com o uso da expressao acima, achamos
vt 17—7
T =7
E
. (7, t,) =7
Vp(T", tr) = - i .

c |F=7
E entdo, retornando a equacao

p(*,t)]
|7 — 7| |7 — 7|

Y Y 1
Vp(#,t.) + p(7, t,)V [m]

Encontramos
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E, desse modo,

V-Vp=V- f pr-r ro7 dv
=V Name L | cF=TE  PR=p

Ou

Pela identidade
V- (®4) = (VO) - A+ (V- 4)

Temos

Para o primeiro e terceiros fatores dentro da integral, utilizamos

Vp(#,t,) = p(, t,) Ve,

E
17-7
Vt = ——7> -
" c|F—7"]

De forma que
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Vo = 50t pr—7
p_p r le_Fll
E
pP—7
v = ——7> >
P clr—7"|

Para continuarmos daqui, precisaremos de uma expressdo que pode ser encontrada na deducao
matematica da Lei de Gauss. Sabendo que o campo elétrico de uma distribuicdo de cargas é

dado por

Vamos calcular V - E, ou seja,

V.F=v.l 2 f @) P dv
- 47e, Vpr |7 —7']3

O operador V ndo age sobre p(#"), e assim, obtemos

!

Para simplificar os calculos, fazemos R = # — #' = Xi + Yj + Zk, de forma que temos que

calcular

-

R 1 - o 1

O primeiro termo fica
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A 9
R3 F[la_xﬂay

ox oy oz
R3 ax Tavtaz

+k—] [Xt+ Y]+ Zk]

O segundo €

. 1] -8 .9 .- 1
R-Vl—|=R-|li—+7— —
v [R3] [l ax oy Tk az] [(x2 Y2+ 22)3/2
_ - [-3xt—3Yj—3Zk
[ (X2 +Y2 + Z22)5/2

e assim, obtemos

-

Vig| TV kTR v[ﬁ] R3S R3

que é nulo se R # 0.Quando R = 0, ou seja, quando 7 = 7', temos uma indeterminacao.

Fisicamente isso significa que estamos na mesma posi¢cdo que a das cargas geradoras. Para

resolvé-la, vamos considerar uma pequena esfera de raio R em torno do ponto 7 = 7/, ou R =

0, e usar o teorema do divergente neste ponto, isto é, calculamos

[ o 8]
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. Lo R .
Para uma esfera, a normal é o préprio vetor 2 € assim,

[ o418 o

[o-[e] av =+
o | — el TC
4 R3

pois a area da esfera é A = 4mR?. Esta equacéo ndo depende de R, e, portanto, ela vale inclusive
para R = 0, que é o ponto que nos interessa. Como a integral € ndo-nula, e lembrando que o
divergente é nulo para todo R # 0, vemos que, se R=0,0 divergente deve ser ndo-nulo, pois
sendo a integral seria identicamente nula, o que discorda do fato de que, na verdade, ela vale
41t. Ou seja, a Unica contribuicdo para o divergente vem dos pontos onde R=00u?="7, que
sdo 0s pontos onde se situam as cargas e onde se espera que algo diferente ocorra. Para
representar esta situacdo, € comum usar as chamadas funcGes delta de Dirac 6(x), que tém

varias propriedades interessantes. No nosso caso, as relevantes sao

fS(x —xp)dx =1

f FGO8Cx — x)dx = £ (xo)
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que valem desde que o intervalo de integracéo contenha o valor x,, da delta de Dirac. Portanto,

podemos escrever
R _
fv- 23|V = f4n8(R)dV
14 1’4
pois teriamos
f4n8(ﬁ)dV = 4nf8(§)dV =41 x 1 = 4m
|4 v
Além disso, reescrevendo a penultima equacao como
R .
fv Ve —4n§(R)tdV =0
chegamos a uma importante propriedade matematica, que é
R _
V- [ﬁl = 418(R)
ou

? ?I - -
V|—==|=4n8( —7")
|7 — 7|3

pois o volume de integracdo € arbitrario. De posse desta equacédo, voltamos ao divergente do

campo para achar

. 7 —7
V-E= FIWV - [ o—r5|dV
41‘[60 |7 — 7|

yr J. p(#)4TS(F — 7)dV
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o 1
v-E=-fp@5aF—Wyw
EOV

e, portanto,

que é a primeira lei de Maxwell da Eletrostatica.
A expressao que precisamos para continuar nossa solugdo das equacdes de onda é

v|

De modo que pode ser substituido no altimo termo da expressao

-7
_F’|3

| l =4n6(F —1")

RU Y

=1

veg 1 f L S (0 NN s (Y [ i |
e R T P [Fay 2 I e R e

=

Agora s6 precisamos calcular o segundo termo dessa expressao,

=1

e A A A [P

Considerando que

E, além disso,

2,0 0 1
Izl - [l$+’£+ a_z] ((x —x)+@y—-y)+(z —z’)2>
' l__ 2(x —xNi+ (v —y)j+ (z — 2"k

[((x=x)+ (—y)?+(z-2'))

Ou
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Portanto, encontramos

r—7 3 r—7
V- pry = + T_"—T_‘" . —ZT
ll? - r'IZl |7 — 7|2 ( ) |7 —7'|*

Reunindo as expressdes que encontramos, obtemos

v 1f [ p7=-#] #=7# p 1 bpPE—#] Pt
Tane ), | clF=71 F=FE clF-7P 7| =7

— p4ns (7 — F’)} dv

Ou ainda, fazendo as devidas simplificacdes

1 1 ﬁ -7 - >r
V2¢ = J {_ZW’_—_"_4T[p(T'tr)6(r_r)} av

4me, Jy c |

Podemos escrever a expressao acima como

V2 < 1 fl 0 [p(, v f( £)8(F — 7)dV
¢_4T[€0 c2atz |7 - *'I rer
Ou
102[ 1 [p@t) 1
2 _ T _ -
Vi = c?20t? |4ne, J, |F =7 v €0 p(70)

A funcéo delta faz com que #' = 7, de modo que |# — 7’| = 0 e t,. = t. Aplicando a expresséo



130

Lo 1 @t
¢(T,t)— J;/

4‘1—[60 IT_Z - Fll
Temos

192
2 - _ __ - -
V=G5 €0 P( )

ou

1 0%¢ 1
2 T _ =
Vo -3z eop(r, t)

gue é justamente a equacdo de onda que procuravamos, comprovando que o potencial escalar €

solucdo da equacdo diferencial. Vamos iniciar agora a demonstracdo referente ao potencial

vetor 4 dado por

9 G
iy = [[O00)
an ), |¥ = 7|

Que deve ser solucdo da equacéo diferencial

- 9%A )
VeA — erow = —HoJ

Aqui ndo podemos utilizar o mesmo raciocinio feito no caso anterior, pois teriamos que calcular
0 gradiente de um vetor, e esta € uma operacdo que ndo esta definida. Desta forma, é mais
interessante fazer uso do seguinte argumento, que também é valido para o potencial escalar ¢.

VVamos considerar que o volume V pode ser dividido em duas regides, V; e V,, de modo que

V=V1+V2
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sendo que V; é uma pequena regido em torno do ponto definido pelo vetor 7, que define o ponto

em que o potencial vetor A sera avaliado (o ponto de observacgéo). O potencial A pode entdo ser

escrito como

E para cada um desses potenciais vale a relagdo

O I”lO ]_)(F,' tT‘)
A ) t) =— > >
0 4m )y, |7 — 7|

dv,

Ou, como
R=|7r—7|
E
. . |7 — 7] . R
T c c
Podemos escrever
7 = R
A7 1) =ﬁf ](r't_?)dv-
L 4 )y, R L

Podemos fazer o volume V; ser tdo pequeno quanto se queira. Quando fazemos isso
(formalmente teremos V; — 0), os efeitos de retardo gerados pela regido dentro de V; tornam-
se despreziveis, de modo que podemos considerar que, dentro de V;, a densidade de corrente

fica

f(F’, t— g) - J(#,1)
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Portanto, o potencial vetor gerado pela regido V; pode ser escrito como

J@,t)
R

G0 =1 [ FoEav,
1

vemos que o potencial gerado pela regido V; € idéntico ao do caso estatico. Para o caso estatico,

temos a equacdo de Poisson
V2A = o] (7)

de modo que, para o potencial Tl teremos a equacéo de Poisson
V2A; = —po] (7, 0)

Esta é a primeira equacdo de que precisamos. A segunda vem do potencial vetor magnético A,,

que é dado por

ar. R
A (Bt =0 W—_E)dv
S an ), R 2

Precisamos calcular V? Tz Podemos utilizar o operado Laplaciano em coordenadas esféricas,
considerando também que ha uma simetria esférica em torno do ponto 7, ja que o tempo
retardado depende de R = |# — 7’|, ou seja, do mddulo da diferenca entre os dois vetores.
Assim, na verdade precisamos apenas da parte radial do Laplaciano, o qual é dado pela

expresséo,

1 92 1 a<_ a) 1 9
Sin

VZ=— —(sin0— )+ ——
r Or? () + r2sin® 00 00 + r2 sin? 0 2

Isto &,



1 02
Vi= o (r)
Como 7 e 7' sdo independentes,
g 0
or OR
De modo que precisamos calcular
r t— —
VRAZ(r t) = RaRZ 41TJ de
ou
VZA, (7 t) = [ ( R)] dv.
rA2\T, R(’)Rz J\7 c 2

Vamos iniciar calculando

Ou

Ou
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Ou entéo,

0% 1./, R\T 13/, R
(o) =2l (-7

Que pode ser reescrito como

Voltando ao potencial Tz temos

V,%AT(F, t)y=—| =—————=4aV,
Ou

7= R
— 1 62 Ko ](T,t—?)
V}ZzAz('r, t) == _2 2 _f
c?0t? |4n v,

Podemos perceber que, quando V; — 0, V, — V, 0 que faz com que nesse limite a integral

acima tenda ao potencial A. Portanto, no limite, ficamos com

A D)
P =1 R
A = =2 | K ]—(r't_?)dv
rA2(7, )_C_ZF Efv R

E entdo



. . 10%4A(F ¢t
o0 = v - L2AC)

ot?
Somando a expressdo acima, a equacao
V2A; = —poJ (7, 0)
Encontramos
O , 10%4
VZA, + V%4, = — rt)+—=—=—
1+ 2 H'O](r )+C26t2
Ou
— e azA) -
2 — -
VE(Ar + 4) = o7 =~ (70
Ou finalmente,
. 107 5
2 — -
VA — Tl —ko/ (7, 1)
que é a equacao de onda respectiva do potencial vetor.
Demonstramos, portanto, que as equacoes
1 7't
¢(?’ t) — p( _)T) dV

4teg Jy |7 — 7|

9 GR:
Ao =t (15
An ), |¥ = 7|
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séo de fato as solucdes das equacdes diferenciais respectivas.
ANEXO C
A deducao realizada neste anexo pode ser encontrada em (Silva, 2016, p. 99).

Encontraremos os campos de Liénard-Wiechert por meio das relagcdes entre 0s campos

e 0s potenciais abaixo

B=VxA
E=-V 04
=V 5
com 0s seguintes potenciais retardados
q

o0 1) = 4meyR — R- B

o HOEO q -
A(r,t) = — t
(.0 = o 5

Calculando inicialmente o gradiente do potencial escalar, isto &, V¢,

= ) )
4megR—R-pB) 4meg \R—R-B

O operador V atua sobre r e 7, (t,.), pois

o Pom@l R
C C
Temos entao,
q
>V(R-R-pB)

v¢:4neo_(R_ﬁ,ﬁ)
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Vp=—-——"— (VR—VR )

41TEO(R -R- B)

J& sabemos que

R=|F=1(t)|=c(t—t)

Portanto

VR = cV(t —t,)
VR = —cVt,

Por outro lado, temos também

— 1 1 N
VR=VVR-R=— V(R-R)

2JR-R
Dada a identidade
V(A-B)=(A-V)B+Ax(VxB)+(B-V)A+B x (VxA4)
de modo que

V(R-R)=(R-V)R+Rx(VxR)+(R-V)R+Rx (VxR)
V(R-R)=2(R-V)R + 2R x (VxR)

Primeiro, determinamos

(R-V)R = (R-V)[F - 7(¢,)]
= (R-V)# - (R -V)#(t,)

Definindo
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?(tr) = xt(tr)i + yt(tr)j + Zt(tr)ié

temos que o primeiro termo

~

- - . . ~ .0 0 0 R R ~
(R-V)r= <(RxL+Ry]+RZk)-(la+]$+k£)) (xl+y] -|-Zk)

—(R 9 vr, L 4R a)(“+ j + zk)
- X yay ZaZ Xl y] Z

O0x
=R, +R,j+R,k
=R
Portanto
(R-V)7 =R

O segundo termo

- ) . N (.0 0 L0d\)\,
(R-V)#(t,) = ((Rxl +R,j + R,k) - (la +]5 + k£>>r(tr)

B ] ] o\ .
= (Rxa + Ry @ + RZ 67) T'(tr)
dr(t,) o(t,) dr(t,) a(t,) dr(t,) o(t,)

Tt ox TR Tae ey IR e K

R ot, . R ot, . R dt, .
= va(tr) al + Ryv(tr) E] + sz(tr) E k
Portanto
(R-V)#(t,) = (R - Vt,)

Reunindo as equacdes, encontramos
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(R-V)R=R-9(R-vt,)
Calculando agora

VxR =Vx(#-7(t)

=V X7 —-Vx7(t,)

= -V x 7(t,)
Entretanto
N an(tr) ayq(tr) N axq(tr) azq(tr) A ayq(tr) axq(tr) ~
VXT(tT)_( ay 0z Lt 9z  ox S ox dy k

_ (dzq(ty) 0t dyg(ty) ot - dxq(ty) 0t  dzq(t,) 0t
“\Tdt, oy dt, oz dt, oz  dt, ox)’

N <dyq(tr) ot, dxq(t,) 6tr) P

dt, 0x dt, Jy

ot, ot ot, ot, ot, ot,\ ~
=<v — -V —)i+<v -— -V —)j+<v -— - —)k
9y Yoz Y0z Zox Yox oy

V x 7(t,) = —v X Vt,
Voltando para a equacao
VXR=-Vx#t)
Temos
VxR =Vx(7—#(t))
= -V x 7(t,)
VXR=17xVt,

Reunindo as equacdes, encontramos

V(R-R)=2(R-V)R + 2R x (VxR)
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V(R-R) = 2(§—ﬁ(§-Vtr)) + 2R x (B x Vt,)

e, retornando a equacéao

<
o]
|
—
N
~—
o]
|
[~}
YommY
o]
<
o~
)
N—r
+ —
+
N
=]
X
—_
U
X
<
o~
S
\—/
——

Dada a propriedade do produto triplo vetorial,
Ax(BxC) =i OB - (4 B)¢
temos que
Rx (@ xVt,) = (R-Vt,)o— (R-D)Vt,
portanto,

(R-9(R- Vtr)) +(R-vt,)o — (R - 9)vt,

VR =
R
R—(R-9)vt
VR = (R - 5)ve,
R
Utilizando a equacéo
VR = —cVt,

Obtemos
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R — (R d)Vvt,
R
—cVt, =R — (R-9)Ve,

—cVt, =

R=(-c+R -9)ve,

Temaos, portanto,

VR = —cVt
1 R

VR=—C(——)
¢/R—R-B
R

VR = _
R-—R-B

Para calcular V(R - B), utilizaremos a seguinte identidade
V(R-B)=(R-V)B+Rx(VxB)+(B-VR+Px(VXR)

O primeiro fator (R - V)B é obtido da mesma forma que a expressio

3 /0 0 .0

0 0 d
= (Rxa-l_Ry@-l_RZ&)ﬁ

dp(t,) dt, dp(t,) at, dp(t,) at,
*dt, ax TR dt, E-'_RZ dt, 0z

— 2 (Rei(e) 3+ Rya(e) 324 Ri(6) 57

a(tr)

(R-vt,)
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Utilizando
1\ R
o (Y
¢c/R—R-PB
Encontramos
(7-v)p =222 (& ve,)
e =
c ¢/R—R-B
22
- 2
R-V)p=——2FC"
(R-V)B ="t

Otermo R x (V x ) pode ser calculado seguindo 0s mesmos passos realizados para determinar
a expressao

V X 7(t,) = —v X Vt,

tal que
a
VXB=—-—=—xVt,
C
d 1\ R
vxp=-x(-)—E
c ¢/R—R-B
Ly
C
VXB= —
R—R:-
logo
Ex xR
>3 C
Rx(VxB):R =

-R-B



Sabendo que

Portanto,

i (5 d\x
B} 5 (R 5)R
RXx (VxB)= —

R-R-B

O terceiro termo, (B V)R, utilizando com base a expressao deduzida
(R-V)R=R-o(R-vt,)
Temos

(B-VR=6-5(R-vt,)

0-0i=5-5(7 (-3)=)

_ PR
(B-VIR = —%—
R—R-B
O Gltimo termo B x (V x R), temos da express&o
VXR=17xVt,
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R—ﬁ.B
e
BX(VXR)—_<(’B RR)B—_ﬁ(.BB ,B)R>
BX(VxR)=BZﬁ_(IB'§)ﬁ

R—ﬁ.B

Assim, a equacao
V(R-B)=(R-V)B+RX(VXB)+ (B -V)R+px(VxR)

Fica

G i (3 d\z . .
R-R-B R-R-B R-R-B R—R-B
BR — F. 4 R+pB*R—(B-R)B

—_— (R-%) (8-F)

Assim, reunindo as expressdes que encontramos.

q < R BR‘(’?'%“ﬁzﬁ—(ﬁ'ﬁ)ﬁ)

Ve = —

amco(R—R-B)° \R-R-B R—R-B

vp=—— 1 3<ﬁ_3R+<ﬁiz>ﬁ+gzﬁ+(g.ﬁ)g>
4meg(R — R - B)
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R
a
2

g U-pR+(R-G)R+[(8R)-R]p
4re, (R—§'3)3

Vo =

Determinando a derivada temporal de A

) v(t
A# o) = %—R _(ﬁr) ;

temos

0A _poqc d ( v(t,) \ _wmoacd (B
ot  4mc ot R_ﬁ.B 4 Ot \R —

mac( 1 o B 9
4t \R-R.-pot (R_ﬁ.ﬁ)zat

Como ja sabemos temos que
R=7- r_q)(tr)

e que

portanto

oOR o8, _ o7, ()
PR URIC) e re
dR N~
ot v(r)%

Para R, a derivada temporal é
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at ot [F. R\ o0t ot
OR R 0R
ot R ot
Desta forma, com
oR 5t )c’)tr
ot Vi) ¢

Teremos

dat dat
R R
E = — (R v(tr))ﬁ

Sabemos que

R=1F=7()| =c(t—1t,)

portanto,

ot,

orR 0
E:a(C(t—tr)) :C(l_ﬁ)

Comparando as equacdes, obtemos

~ dt, ot,
—(R'U(tr))E=C(1—E>
~ Jt ot
~(R-Bu)5f=1-=F
a1
ot  1—(R-pB)



Substituindo o termo acima nas equacées

OR L, .0t
T
E
oR . N0,
E = — (R v(tr))ﬁ
Obtemos
oR )
E = _v(tr) 9 - _v(tr) <
OR v(t,)
ot 1-(R-B)
e
OR . \Ot,
Fri (R : v(tr))ﬁ
OR _ R-9(t,)
ot 1—(R-B)

Derivando (3, temos

0B _10v  9v(t,)ot,
ot cot | ot ot
B 1

at c1—(R-p)

ol

Onde a ¢ a aceleragéo da particula no tempo retardado t,.. Por fim, temos

147



0 p_n _OR R _ .08
3¢ ¢ B)=or—5  B-R-—
__Rv g R-Z
1-(R-B) 1-(R-p) 1-(R-B)
9 5-B-R-5—R-2
—(R-R-p) = -
3t ¢ 2 1-(R-B)
Portanto,
94 pocq( 1 ¢ B BB-RI-Rg
ot  4n \R—R-p1-(R-B) (R—ﬁ-ﬁ)z 1-(R-B)
) 3 . . s 5 = d
i a5t w8 (rp-R5- )
o0 4\ (R-F-p) (R-R-B)
Como ¢? = — , podemos escrever poc = i, logo
Ho€o €o
0i  q [RE-(R-F-p) RB(B-A-R-B-R-5
ot  4meyc (R—§~ﬁ)3 (R—ﬁ-ﬁB
2
CZ

i 4 R%(R_ﬁ.ﬁ)_}w(ﬁz—ﬁ./;_ﬁ.

ot 4w\ (R-F-p) (R-F-p)°

0i g RZ%—R(ﬁ-ﬁ)%—Rﬁﬁz+Rﬁ(ﬁ-ﬁ)+Rﬁ<§-%)

at  4me, (R—ﬁ-ﬁf

Dado o campo elétrico,

-

1
I
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substituindo os resultados encontrados de V¢ e Z—f, obtemos

q (1—ﬁ2)§+(§ %>R+[(,8-§)—R],8

E:4T[€0 ( _ ,8)3
g B ——R(R ,8)——RR,82+R3(R ﬁ)+Rﬁ< %)
_47'[60 ( _ ﬂ)
Ou
= d
s_ 4 [(-BHR- RB(l—B) (R —z)(R BR)—R- (R~ Rﬁ)
4TEEO ( B) (R—Rﬂ)

E entdo,

41e,

R(®)-R ) (1 — B2(¢,
Bt = (R (t)sft ) ( e ))
(R®) = R(t) - B(t,))

R x ((Ro) - Rpen) x d(s)
+
e (R — R - B(&))

que é o campo elétrico de Liénard-Wiechert. Para 0 campo magnético temos a seguinte relagédo

B@# ) = x E(#1).

S, . R@)
C



